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Chapitre 1 : Espaces vectoriels

Dans tout le chapitre, K est un corps commutatif qui désigne généralement R, C ou Q.

1 Espaces vectoriels

1.1 Définitions et premiers exemples

— Définition 1

Un espace vectoriel sur un corps K (un K-ev) est un quadruplet (E,+,-,0) ou

1.
1.
11i.
iv.
V.
vi.
vii.

viii.

e I un ensemble

e 0 € FE (élément neutre)

e +: EXFE— FE, (x,y) — = +y (loi interne additive)

o KxE — FE, (\z)— Xz (loi externe, multiplication par un scalaire)

et qui vérifie les huit axiomes suivants, pour x,y,z € Eet \,u € K :

La loi + est commutative : z +y =y + =

La loi + est associative : z + (y+ z) = (z +y) + 2

L’élément neutre 0 vérifie 0 +zx =2+ 0=x

Pour tout « € E,| il existe —x € F tel que x + (—z) = 0 (opposé ou symétrique)
l-z=2

A+p)-z=Xx4+p-u

A(z+y)=A-xz+Xy

() - = A+ (- @)

Vocabulaire. Les éléments de E sont appelés des vecteurs et les éléments de K des scalaires. Habituel-

lement, on note la loi - par une simple juxtaposition : A - z = Az. De méme, on omet souvent de préciser

les lois d’un espace vectoriel en écrivant simplement "le K-ev E".

Remarque. Pour différencier I’élément neutre 0 de K de celui de F, on note parfois Ok et Op.

Exemple 1. R est un R-ev et un Q-ev, C est un C-ev et un R-ev.

Exemple 2. (Fondamental : l’espace vectoriel K™)

Soit n € N. Alors K" est muni d’une structure de K-ev. On écrit x € K" sous la forme d’une matrice-

colonne avec ses coordonnées :

I
Z2

8
I

In




Les deux lois sont alors données par

T (7} r1+ 1 T Azq
T2 Y2 T2 + Y2 T2 AT
z+y=1| . |+]| .| = ) et Arx=A| . | =
Tn Yn Lo+ Yn Tn AL
Dans la suite, on se permettra souvent d’écrire © = (z1,...,2,) € K" en ligne et non en colonne.

Exemple 3. (Espace des matrices)
L’espace des matrices de taille n x m est un K-ev avec 'addition des matrices et la multiplication par un
scalaire A(a; ;) = (Aaj ;). Par exemple, 'espace des matrices carrées de taille 2 a coefficients dans K défini

par
a b
M2<K>={<C d) ra,b,c,deK}

peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel sur K en posant

a b\ (d VY _ fa+d b+V
c d)\d d)  \c+d d+d
NE b\ _ [Aa Ab
c d)  \)de M
pour la loi additive et la multiplication par un scalaire A € K, avec comme élément neutre la matrice nulle

0 0 , L o a b —a —b
(0 0) et I'opposé d'un élément <C d> est <_C —d)'

Exemple 4. (Espace des polynomes)
L’espace K[X] = {3, ;X" | a; € K} des polynomes a coeflicients dans K peut étre muni d'une structure
d’espace vectoriel via les deux lois suivantes : si P =Y. p; X", Q =, ¢; X' € K[X] et A € K, alors

P+Q=> (pi+q)X et \P=> Ap;X".

Exemple 5. (Espace des fonctions)
Pour A un ensemble quelconque, on note K4 = {f : A — K} l’ensemble des fonctions de A) valeurs dans
K. C’est un espace vectoriel pour les deux lois suivantes :

o (f+9)(@)=f(z)+g(x)

o (Af)(x) = Af(x)
et le neutre est la fonction nulle 0 : 2 — 0. Par exemple, si I est un intervalle de R, on note R = {f :
I — R} lespace vectoriel des fonctions de I a valeurs dans R.

Exemple 6. (Espace des suites)
On note KN = {u,, : N — K} P’ensemble des suites & valeurs dans K. C’est un espaces vectoriel pour les
deux lois suivantes :
o (u+v)y =up+ vy
o (Au)p = Auy,
et le neutre est la suite nulle 0, = 0 pour toute entier n € N.



,—[Proposition 2} \

Soit £ un K-ev.
i. Ve,y,z€ E,;siz+y=x+z2, alorsy ==z
ii. Ve Eet VAeK, onalOg-2=0get A-0g =0
iii. Ve € E et VA € K, si Ax = 0, alors A\ = Og ou x = 0.

Démonstration.
i. x posséde un opposé noté —z, donc il suffit d’ajouter = dans les deux membres de 1’équation.

ii. 1=14+0doncl-2=1-2+0-x et 0=0-2. De méme, 0 = 0+0 donc A(0+0) = A0 et A0+ A0 = A0
et donc A0 = 0.

iii. si Ax = 0 et si A # 0, alors Az posséde un inverse noté % pour le produit : % “Ax = % -0 et donc
x = 0. Sinon, A = 0.
O

1.2 Espaces vectoriels produits

Rappel : Si £ et F sont des ensembles, alors ’espace produit est défini par
ExF=A{(zy) |zl yecF}

Par exemple, R? est l'espace produit défini par R? = R x R. Par ailleurs, £ x F est naturellement muni
d’une somme (interne) et d’'un produit (externe) : pour (x1,y1) et (z2,y2) dans € x F et A un scalaire, on
a

(z1,91) + (22,92) = (21 + 22,91 +92) (1)
Az, 1) = (Az1, Ayr) (2)

Proposition 3}

Si E et F sont des K-ev, alors F X F est aussi un K-ev.

Démonstration. La structure d’espace vectoriel sur ' x F est induite de la loi additive et de la multiplication
par un scalaire définie par () et (2), 'élément neutre étant (Og, 0p) et 'opposé d’un élément (z,y) € ExF
est (—x, —y). O

~ Corollaire 4 <

L’espace produit R? est un R-ev. Par récurrence, pour tout entier n € N, 'espace produit
R® =R x ... xR est un R-ev.
—_——

n fois




2 Sous-espaces vectoriels

2.1 Définitions et premiers exemples

— Définition 5 )

Soient F un K-ev et = et y deux éléments de F.

i. x et y sont colinéaires s’il existe A\ € K tel que x = \y.

ii. une combinaison linéaire de x et y est un vecteur z = Ax + py avec A\, p € K.

\. J

— Définition 6 )

Soient E un K-ev et F' C E. Alors F est un sous-espace vectoriel de E (sev) si :
i. O e F
ii. Pour tous x,y € F, x +y € F (stable par la loi additive +);

iii. Pour tous z € F' et A € K, -z € F (stable par la multiplication par un scalaire -).

Remarque. L’hypothése Og € F peut étre remplacée par ’hypotheése F' # ). En effet, si F' # (), alors il
existe x € F. Or VA € K, Ax € F donc en particulier pour A = -1, —x € FetVy € F, x +y € F. De
méme, pour y = —x, x —x = 0g € F.

,—[Proposition 7] N

Soient F' un sev d’'un K-ev E et w = Az + py une combinaison linéaire d’éléments de F'. Alors,
w € F. Plus généralement, si w = A\jz1 + ...+ A\yx, est une combinaison linéaire de n éléments
de F', alors w € F.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la définition précédente. ]

Vocabulaire. On dit quune partie F' de E est un sev de F ssi Op € F ou F # () (point i.) et F est
stable par combinaison linéaire (points ii. et iii.).

Proposition 8 (Fondamentale)]

Soit E un K-ev. Si F' est un sev de E, alors F' est aussi un K-ev.

Démonstration. Les caractéristiques de F comme K-ev restent vraies sur F' : ’élément neutre de F' est
celui de E (0p € F) et la loi additive + sur F' est induite par celle de E. L’action de K sur F est la méme
que celle sur E.

i. L’associativité de la loi additive dans F' se déduit de ’associativité dans F.
ii. On a évidement 0+z=2+4+0=x, Vx € F.
iii. Pour A = —1, alors Vx € F on a Ax € F donc 'opposé de tout élément de F' est aussi dans F'.

iv. La loi + reste commutative dans F'.



vii A-(z4+y)=A-x+ Xy
vil. (Ap) -z
viil. 1.z =2 0

Meéthode : d’aprés la propriété précédente, pour montrer qu’un ensemble F' est un K-ev, on n’utilisera
quasiment jamais la définition [I| : en effet il suffira de montrer que F' est une partie d’'un K-ev E et on
montrera que Op € F (ou que F # () et que F' est bien stable par combinaison linéaire.

Exemple 7. (Droite vectorielle)
Soient E un K-ev et w € F non nul. L’ensemble F' défini par

F={x€eFE, JackK, z=au}

est un sev de E (on dit que F est le sev de E engendré par le vecteur u). En effet :
i. F est non vide car par définition v € F' (prendre a = 1)
ii. soient x et y dans F. Par définition, il existe a,b € K tels que x = au et y = bu. Alors,

r+y=aut+bu=(a+buecF

donc F est stable par addition

iii. soient x € F et X\ € K. Par définition, il existe a € K tel que x = au, donc
Az = Aau) = (Aa)u € F
donc F est stable par multiplication par un scalaire.

Exemple 8. (Plan vectoriel)
Soient E un K-ev et u,v € E non nul. L’ensemble F' défini par

F={zekFE, JaekK, z=au+ b}

est un sev de E (on dit que F est le sev de E engendré par les vecteurs u et v). En effet :
i. F est non vide par définition (il contient u et v).

ii. solent xz,y € F, alors par définition ils s’écrivent x = au + bv et y = cu + dv avec a,b,¢,d € K, et
donc
r+y=(au+b)+ (cu+dv)=(a+c)u+ (b+d)v e F.

iii. soient x € F' et A € K, on peut écrire x = au + bv et donc
Az = MNau + bv) = (Aa)u+ (A\b)v € F
donc F' est bien stable par combinaison linéaire.

Exemple 9. (Hyperplan)
L’ensemble F' = {(ug,...,upn) | Aur + ...+ Auy =0 00 Ag, ..., Ay, € R} est un sev de R™.
i. (0,...,0) € F par définition de F.
ii. Soient x = (x1,...,2yn) et y = (y1,...,Yn) deux éléments de F. Par définition de F', on a

MT1+...+ e, = 0
)\1y1+...+/\nyn =0

et donc
Mz +y1)+ ..o+ M(xn +yn) =0, soit z+y € F.



iii. Soient A € R et x = (1,...,2,) € F. A nouveau, par définition de F,
M1+ ...+ A, =0

et donc
AM(Az1) + ...+ A(Azy) =0, soit Az € F.

Exemple 10. (Noyau d’une matrice)
Prenons E = K" et soit A € M,,(K). L’ensemble F' défini par

F={X€eEFE, AX =0}
est un sev de E appelé noyau de A. En effet :

i. 0p =(0,...,0) € F (A0 = 0)
ii. Soient X,Y € F. Vérifions que X +Y € F :

AX+Y)=AX+AY =0+0=0.
iii. Soient X € F et A € K. Vérifions que AX € F :
AMNX)=AAX)=X0=0
donc F est bien stable par combinaison linéaire.

Exemple 11. (Espaces de fonctions)
Soit E = {f : [0,1] = R} = RU I’ensemble des fonctions de [0,1] dans R. Le sous-ensemble F' de E
défini par
F={f:[0,1 = R | f continue et f(1) =0}
est un sev de E. En effet :

i. La fonction nulle (’élément neutre ici) fy : [0,1] — R définie par fo(z) = 0 quelque soit z est
continue et, par définition, fo(1) =0 donc fy € F.

ii. Soient f et g dans F. Par définition, f et g sont continues sur [0,1] et f(1) = g(1) = 0. Alors, f+g¢
est continue comme somme de fonctions continues et

(f+9)(1)=f1)+9(1)=0+0=0

donc f+g € F.
iii. soient A € K et f € F. Alors, Af est également continue et

(A1) =Af(1) =A-0=0,

et donc Af € F.
Ainsi, Vf,g € F et VA € K, A\f + g € F (ie F est stable par combinaison linéaire), et on a bien montré
que F' est un sev du K-ev F.

Exemple 12. (Contre-ezemple)
L’ensemble F' défini par
FZ{(:v,y,z) €R3 ‘ 256—3/_2:1}

n’est pas un sev de F = R3, En effet, on a bien F' C R? mais (0,0,0) = Ogs n’appartient pas a F.



2.2 Intersections de sous-espaces vectoriels

Proposition 9]

Soient F' et G deux sev d’un méme K-ev E. Alors, F'N G est un sev de F.

Démonstration. F et G sont tous les deux des sev de E, donc en particulier F,G C E et donc FNG C F.
Ensuite, on a :

i. 0p € F, 0 € G et donc Og € FNAG.

ii. Soient x,y € FNG. Alors, en particulier x et y sont dans F', or F' est un sev de F donc par définition
x4y € F.Deméme, x,y € Get Gest unsevde FEdoncx+yeGetainsia+ye FNG.

iii. Soient z € F NG et A € K. Alors & nouveau x € F et € G donc par définition \z € F et \x € G
et donc Ax € FNG.

O]

r—[Corollaire 10}

Si Fy,...,F, sont des sev de F, alors F1 N FoN...NE, est un sev de E.

\

r—[Corollaire 1 1}

Dans R", ’ensemble
anzi + ai2x2 + ... + apxy, =0
ag1x1 + a2 + ... + agpr, =0

ap1T1 + ap2x2 + ... + AppTp = 0

est un sev de R™.

\.

2r—y+z =

, ¢’est & dire défini
z+y = 0

Exemple 13. L’ensemble F' donné par les solutions du systéeme {
par

F={(z,y,2) €R® |22 —y+2=0, z+y=0}

est un sev de R® comme intersection des deux sev {(z,y,z) € R® | 22 —y + 2z = 0} et {(v,y,2) €
R? |z +y=0}.

Remarque. En général, la réunion de deux espaces vectoriels n’est pas un espace vectoriel.
— Contre-exemple : les deux ensembles {(z,0) | z € R} et {(0,y) | y € R} sont deux espaces
vectoriels, mais leur réunion {(z,y) € R | zy = 0} n’est pas un espace vectoriel, puisque 1’élément
w = (1,0) + (0,1) = (1,1) n’est pas dans F'U G. En fait, ’ensemble F'U G n’est pas stable par la
somme en général.



2.3 Sous-espaces vectoriels engendrés

,—[Proposition 12] \

Soient K un K-ev et g, ..., u, des vecteurs de . L’ensemble
{)\1U1—|—...+)\pup | Al,...,)\pEK}

des combinaisons linéaires de wq,...,u, est un sous-espace vectoriel de E. On le note
Vect (w1, ..., up).

Démonstration. Comme E est un K-ev, alors par définition il est stable par combinaison linéaire. Autre-
ment dit, tout élément de la forme A\ju; + ...+ Ayu, avec A; € Ket u; € E est un élément de E, et donc
I'ensemble Vect (u1,...,u,) est bien un sous-ensemble de E. De plus, on a :

i. 0 = Ouy 4+ Oug + ... + Ouyp donc Op € Vect (ug, ..., up).

ii. Siz et y sont deux éléments de Vect (ug,...,up), alors on a
T =AUl + ...+ Apup et y = prug + ..+ ppuy

et donc x +y = (A1 + p1)us + ... + (A\p + pp)up est bien un combinaison linéaire de wy, ..., up, soit
x+y € Vect (uq,...,up).

ili. Six € Vect (u1,...,up) et A € K, alors = Ajug + ... + A\pu, par définition et donc

Ax = (/\)\1)U1 + ...+ (/\)\p)up

donc Az est bien une combinaison linéaire de uy, ..., up, soit Ax € Vect (u1, ..., up).
O
~Définition 13} .
Soient E un K-ev et ug,...,u, des vecteurs de E. L’ensemble

Vect (u1,...,up) = { ur + ...+ Xpup | Ar,..., N\ € K}

est appelé espace vectoriel engendré par uq, ..., u,.

Exemple 14. On a vu dans la partie précédente que l'ensemble F' défini par les solutions du systéme

22 —y+2z = 0
z+y = 0

est un sev de R? (comme intersection de deux sev). On va voir qu’on peut Iécrire comme Vect (u) avec
u € F, c’est & dire qu’il s’agit du sous-espace vectoriel engendré par u € F. En effet, le systéme nous dit

que r = —y, donc —3y+z = 0 < 3y = z. On peut donc réécrire le systéme précédent de la fagon suivante :
r = —y
y =Yy
z = 3y



Ainsi, un vecteur de R? appartient a F s'il est de la forme (—y,y,3y), avec y € R, soit de la forme
y x (—1,1,3) avec y € R. Notons u = (—1,1,3). On obtient alors que 1’ensemble F' des solutions du
systéme de départ est en fait donné par

F={yx(-1,1,3), y € R} = Vect (—1,1,3) = Vect (u).

Il s’agit donc de la droite de vecteur directeur u, ou encore la droite vectorielle engendrée par u.

2.4 Sous-espaces vectoriels supplémentaires et somme directe

~Définition 14} \

Soient F' et G deux sev d’'un méme K-ev E. La somme de F et G est définie par

F+G={rz+yeE|xeFetyeG}

\. J

,—[Proposition 15] |

Si F' et G sont deux sev d'un méme K-ev E, alors F' + G est un sev de E.

. J

Démonstration. Par définition, F' 4+ G C E. Ensuite, on a :

i. 0Op € Fet Ogp € G,donc 0 =0 +0g € FF+G.

ii. Soient x et y deux vecteurs de F'+ G. Comme ils sont chacun dans F' + G, ils se décomposent sous
la forme z1 4+ 2 et y1 + yo, o0 z1,y1 € F et x9,y2 € G. Comme F et G sont chacun des sev, leur
somme x +y = (1 + y1) + (2 + y2) est donc dans F' + G.

iii. Soient A € K et x € F + G. L’élément x s’écrit par définition x1 + 9, avec x1 € F et 9 € G, et
donc

Ar = A1+ x2) = A11 + A1e € F + G,

Proposition 16}

Si F' = Vect (uq,...,up) et G = Vect (v1,...,v,), alors F + G = Vect (u1, ..., up,v1,...,0,).

Démonstration. On montre le résultat par double inclusion.

C Soit w € Vect (u1,...,up,v1,...,0q). Par définition,
W= MU+ ...+ XNpup + v + .o F pgvg = (Aur .o Apuy) + (v .+ pgug)
donc w € F' + G, soit Vect (uy,...,up,v1,...,9) C F+G.
D Soit w € F + G. Par définition, w = u+v avec u € F et v € G. Or, F = Vect (uy,...,u,) donc

il existe des scalaires Ai,...,\, tels que v = A\ug + ... + A\pu, (u est combinaison linéaire de
U1, ..., up). De méme, v = 1 + ... + pgvq et ainsi

w:Alul+...+/\pup+,u1v1+...+,uqvq,

soit w € Vect (uq,...,up,v1,...,vq) et donc F + G C Vect (u1,...,up,v1,...,7q), ce qui donne
I’égalité.



O

Exemple 15. Soient F' = Vect (u1) avec u; = (1,0,1) et G = vect(ug) avec ug = (1, —1,—1) deux droites
de R3. Alors, F + G = Vect (u1, uz) est le plan engendré par les deux vecteurs u; et us.

\

~Définition 17} \

Soient F' et G deux sev d’'un méme K-ev E. On dit que F et G sont en somme directe dans
FE si tout vecteur x de E se décompose de maniére unique sous la forme x = y + 2, avec y € F
et z € G. On note alors F = F & G. On dit aussi que F' est un supplémentaire de G dans F,
et vice-versa.

.

,—[Proposition 18} \

Soient F' et G deux sev d’'un méme K-ev E.

E=Fa&d ssi E=F+Get FNG = {0}.

Démonstration.

= (Condition nécessaire) Supposons £ = F & G. Montrons que E = F + G et FNG = {0}.

i. Par hypothése, tout vecteur x € E se décompose de maniére unique sous la forme x = y+ z avec
y € F et z € G donc en particulier une telle décomposition existe pour tout vecteur x € E,
donc par définition £ = F + G.

ii. Vérifions que FNG = {0}. Comme FNG est un sev de E (cf proposition[J), il contient 1’élément
nul donc {0} € FFNG. Soit x € F'NG, il faut donc montrer que x = 0. Par définition, x € F et
r€G.Deplus, t=2x4+0=0+x € '+ G et comme par hypothése £ = F' @ G, on a unicité
de la décomposition donc en fait z = 0 et F' NG C {0}, ce qui donne I'égalité F' N G = {0}.

(Condition suffisante) Supposons £ = F + G et NG = {0}. Montrons que F et G sont en
somme directe dans F. Soit x € F : vérifions qu’il 8’écrit de maniére unique sous la forme x = y+ 2
avec y € F et g € G. Par hypothése, E = F + GG donc une telle écriture existe. Montrons qu’elle
= Y1tz

avec y1,y2 € F
= Y2+ 2 vy

est unique. Supposons qu’il existe deux telles décompositions : { -

et 21,20 € G. Alors,
0=(n+21)—(g2+2)=11—1) (21— 2)
er eG
et donc y; — y2 = 21 — z9. Comme ils sont égaux, ils sont dans F'NG. Or, par hypothése FNG = {0}
donc en fait
y1—y2=0=2z—2

soit Y1 = yo et 21 = z9, donc finalement la décomposition est unique et £ = F & G.

O

Exemple 16. Dans E = R3?, la droite vectorielle F' = Vect (u) avec u = (1,1,1) et le plan G d’équation
x +y + z = 0 sont en somme directe :

e Montrons que F' NG = {0}. Soit v = (z,y,2) € FNG. Comme v € F, il existe a € R tel que

v=ax(1,1,1) = (a,a,a)

et comme v € G,onaa+a+a=3a=0, donca=0etv=_0gs,soit FNG = {0}.

10



e Montrons que F = F + G. Remarquons d’abord que le plan G est engendré par les deux vecteurs
v = (1,-1,0) et w = (1,0,—1). En effet, un élément (x,y,2) € R appartient & G s'il vérifie
Iéquation z 4+ y + z = 0, c’est & dire x = —y — 2. Autrement dit,

(:Uayaz)EG@(xvyaZ):(_y_Zaywz):yx (—1,1,0)—}—Z>< (_170>1)

ce qui signifie bien que G = Vect ((—1, 1,0),(-1,0, 1)) Ainsi, d’aprés la proposition , on a

1 -1 -1
F+ G = Vect 11,{11,10
1 0 1

Prenons x € E de coordonnées (x1,x2,x3). On cherche donc y € F et z € G tels que z = y + 2.
D’aprés ce qui précéde, il suffit donc de trouver a, b, c € R tels que x = au + bv + cw, et on aura
y=au € Fet z=>bv+ cw € G. On écrit donc le systéme

T 1 1 1 T 1 1 1 a
ol =a 1] +b|-1]+c]| O S lax|l =1 -1 0 b
T3 1 0 —1 T3 1 0 -1 c
N——
A

et, en inversant la matrice, on obtient 1’écriture

a 1/3 1/3  1/3\ [=

bl =(1/3 —2/3 1/3 | |

c 1/3 1/3 -2/3) \u3
A1

et ainsi on obtient les scalaires a, b, ¢

a = 1/31‘1+1/3I’2+1/3$3
b = 1/33:1—2/3:132+1/3x3
c = 1/31’14—1/31’2—2/3.%3

donc on a bien écrit x € E comme somme d’un élément de F' (au) et d’un élément de G (bv + cw)
avec a, b et ¢ définis comme ci-dessus, ce qui signifie que £ = F 4+ G.

11
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Chapitre 2 : Familles libres, familles génératrices, bases

Dans tout le chapitre, on se place dans un K-espace vectoriel E.

1 Indépendance linéaire

1.1 Deéfinitions et premiers exemples

Vocabulaire. On appelle famille de vecteurs toute collection (éventuellement infinie) de vecteurs de
E. On les note généralement (ug,...,u,) € E.

— Définition 1 N

Une famille finie de vecteurs (uq, ..., u,) est liée s'il existe des scalaires A1,..., \, € K tels que
e (A,...,\n) #(0,...,0)
e Mup+ Nous + ...+ A, =0

Dans ce cas, on dit que les vecteurs uq, ..., u, sont linéairement dépendants.

\ J

Exemple 1. Dans R3, la famille de vecteurs (uj,us,u3) avec u; = (1,2,1), va = (=1,3,1) et ug =
(—1,13,5) est liée puisque 2uj + 3us —u3 = 0 et que (2,3, —1) # (0,0,0).

— Définition 2 N

Une famille finie de vecteurs (uy, ..., uy) est libre si elle n’est pas liée, c’est a dire que pour toute
famille de scalaires Aq,...,\, € K et toute combinaison linéaire nulle Ajuq + ... + A\yu, = 0,
on a \; = 0 pour tout .

Dans ce cas, on dit que les vecteurs uq, ..., u, sont linéairement indépendants.

\. J

Exemple 2. Dans R3, la famille de vecteurs (u1, ug, us) avec u = (1,1, —1), ug = (0,2,1) et uz = (0,0, 5)
est libre. En effet, supposons qu’il existe des scalaires A1, Aa, A3 € R tels que Ajuq + Agug + Azug = 0. On
aurait alors

1 0 0 A = 0
A 1 +X 2] +X|0] =0« A1+ 2)X =0
—1 1 5 -A + X 4+ b5A3 = 0

et donc on voit bien que A\; = Ay = A3 = 0, soit la famille (uj,ug, us) est bien libre.



Méthode : Soit (uy,...,u,) une famille de vecteurs.

i. Pour montrer que cette famille est liée, trouver des scalaires A1,...,\, non tous nuls tels que
Auq + ...+ Au, = 0, ou bien simplement montrer qu’elle n’est pas libre.

ii. Pour montrer que cette famille est libre, considérer une combinaison linéaire nulle A\jui+. . .+ A\ u, =
0 et vérifier que A\; = 0 pour tout .
Remarques. Soit (uq, ..., uy,) une famille libre.

i. Pour tout i, u; # 0. En effet, supposons par exemple que u; = 0. Dans ce cas, 1u; +0us+. . .+0u, =0
et(1,0,...,0) #(0,0,...,0) donc uq,...,u, serait lite. Contradiction.

ii. Pour tous i # j, u; # uj. En effet, supposons par exemple que u; = ug, alors la famille serait lice.
Contradiction.

Autrement dit, une famille libre ne peut contenir le vecteur nul ni deux fois le méme vecteur.

1.2 Propriétés sur les familles libres et les familles liées

Proposition 3]

Deux vecteurs v et v non nuls forment une famille libre ssz ils sont non colinéaires.

Démonstration. Soient u et v deux vecteurs non nuls d’'un méme espace vectoriel.

= Condition nécessaire. Supposons que la famille (u,v) soit libre. Par ’absurde, supposons main-
tenant que u et v soient colinéaires. Alors, par définition il existe A € K avec A # 0 tel que

U= u—v=0.

On a ainsi trouvé une combinaison linéaire nulle Adju + Agv = 0 de u et v, avec Ay = 1 # 0 et
A2 = X # 0, donc la famille (u,v) est liée, ce qui est absurde. Ainsi, u et v ne peuvent pas étre
colinéaires.

< Condition suffisante. Supposons que u et v soient non colinéaires. Pour montrer que la famille
(u,v) est libre, prenons une combinaison linéaire nulle de u et v :

AMu+ v = 0.
Si A1 # 0, on peut écrire u = —:\\—fv et donc u et v sont colinéaires, ce qui est absurde par hypothése.
De méme, si Ao #0,0on a v = —%u et donc & nouveau w et v sont colinéaires. Finalement, le seul

cas possible est A\; = Ay = 0, et donc la famille (u,v) est bien libre.
O

Remarque. De la méme facon, une famille de trois vecteurs (u,v,w) est libre s’ils sont non coplanaires,
ce qui se traduit par det A # 0, ou A est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de u, v et w.

,—[Proposition 4] |

Soit F un K-espace vectoriel.
i. (z) est une famille libre de £ sst = # 0.
ii. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
iii. Toute famille contenant une famille liée est liée.

iv. Toute famille (uy,...,up) dont 'un des vecteurs w; est nul est liée.




Démonstration. i. Rappelons qu’on a vu dans le chapitre 1 que, pour tout A € K, Az = O implique
A = 0g ou = Op. Supposons alors que la famille (z) soit libre. Alors, si Ax = 0 on a par définition
A =0 et donc x # 0. De méme, si  # 0 et si Ax = 0 est une combinaison linéaire nulle de z, alors
A =0 et donc (z) = 0 est bien libre.

ii. Soit (u1,...,up) une famille libre et F une sous-famille de celle-ci. Alors, & renumérotation pres, on
aF = (u1,...,ux) avec k < p. Si F était liée, alors I'un des vecteurs de (v1,...,vx) est combinaison
linéaire des autres et donc par extension il existe un des vecteurs de (uq,...,up) qui s’écrit comme
combinaison linéaire des autres, ce qui signifie que la famille (u1,...,u,) est lié¢e. Contradiction.

iii. Soit (uq,...,up) une famille liée et (u1,...,up,v1,...,v,) une famille qui la contient (& renuméro-
tation pres). Alors, par définition I'un des vecteurs de (u1,...,vp) est combinaison linéaire de tous
les autres, donc par extension l'un des vecteurs de (uq, ..., up,v1,...,v4) est combinaison linéaire de
tous les autres, donc cette famille est liée.

iv. Si (ug,...,up) contient un vecteur nul, disons w;, alors d’aprés i. il contient une famille li¢e et donc

d’aprés d’apres iv. cette famille est aussi liée.
O

,—[Proposition 5] |

La famille de vecteurs (uy,...,u,) est liée ssi il existe un indice k € {1,...,n} tel que uy est
une combinaison linéaire de wy,...,Up—1,Uk+1,---,Un, c'est & dire que I'un des vecteurs de la
famille est combinaison linéaire de tous les autres.

. J

Démonstration.

= Condition nécessaire. Supposons (uq,...,uy) lice. Alors, il existe (A1,...,An) # (0,...,0) tel
que Ajui + ...+ Apu, = 0. En particulier, il existe Ay € (A1,...,A\,) non nul tel que

AU = AUp + oo+ Apm1Uk—1 + App1Uk+1 + - - -+ Apln,

soit en divisant par g, ui est bien combinaison linéaire de wuy, ..., Ug—1, Ugt1,-- -, Un.
< Condition suffisante. Supposons qu'il existe un indice k € {1,...,n} et des scalaires Aj,..., A\,
tels que up = > \ju;. Alors, on a
iZk

Z()\Z’U,Z) —up =0 <= Z)\LUL =0 avec )\k =1
ik i
et en particulier (A1,..., Ak, ..., An) # (0,...,0) donc la famille (ug,...,u,) est bien lice.

O

Remarque. La proposition précédente nous dit que lorsqu’une famille de vecteurs est liée, alors forcé-
ment 'un de ses vecteurs est combinaison linéaire des autres. Attention, ce n’est pas forcément vrai pour
n’importe lequel des vecteurs de la famille.
— Contre-exemple : dans £ = R? et en notant i = (1,0) et j = (0,1) vecteurs "origines", si on
considére u = 2i = (2,0) alors la famille (i, j,u) est liee (u = 2i + 07). Ainsi, 7 est combinaison
linéaire de (u, j), u est combinaison linéaire de (7, j) mais j n’est pas combinaison linéaire de (7, u).

Proposition 6]

Soient (uq, ..., uy) est une famille libre et v € E. Alors, v est combinaison linéaire des u1, ..., uy,
sst la famille (uq,...,uy,,v) est liée.




Démonstration.

= Condition nécessaire. Supposons que v soit une combinaison linéaire de uy, ..., u,, alors il existe
(A, Ay ) #(0,...,0,0) tels que

AUl 4 .o+ Apupy —puv =0

et donc la famille (uq,...,u,,v) est lice.
< Condition suffisante. Supposons que la famille (uq, ..., u,,v) soit liée. Par définition, il existe

(A, ooy Ay ) #(0,...,0,0) tels que
At + oo Apuy v =0 (1)

Remarquons que p # 0. En effet, si p = 0 alors on aurai \ju; + ... + Ayu, = 0 et comme par
hypothese (u1, ..., uy,) est libre, alors \; = 0 pour tout ¢, donc dans ce cas on aurait (A1, ..., A\p, ) =
(0,...,0,0), ce qui est contradictoire. Ainsi, I’égalité devient

—UU = AUy + ...+ Apun

et en divisant par pu # 0, on obtient

1
v = <> (/\1U1 + ...+ )\nun)

donc v est bien combinaison linéaire de uq, ..., uy,.

2 Base et dimension

2.1 Base d’un espace vectoriel

Définition 7

Une famille de vecteurs (uy,...,u,) de E est une famille génératrice si £ = Vect (ug, ..., up),
autrement dit si pour tout x € E, il existe Aq,..., A, € K tels que x = AMug + ...+ Apup.

Vocabulaire. Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il existe une famille génératrice finie.
Sinon, on dit que qu’il est de dimension infinie.

Remarque. Une telle famille n’existe pas toujours, par exemple l'espace vectoriel R[X] n’admet aucune
famille génératrice En effet, supposons par I’absurde que R[X] soit de dimension finie : alors, il existe
(Py, ..., Py) une famille génératrice de R[X]. Notons N = max(degP;, ¢ = 1,...,N) le maximum des
degrés des P; et prenons ) un polynome de degré N + 1. Alors, @ € R[X] donc il devrait s’écrire comme
une combinaison linéaire des (Pi,..., Py), mais comme deg P; < N pour tout 4, ceci n’est pas possible,
donc (P, ..., P;) n’engendre pas R[X]. Contradiction.

Exemple 3. Dans £ = R?| la famille (u1,ug) avec u; = (1,0) et uz = (0,1) est une faille génératrice. En
effet, tout élément = = (21, x2) € R? se décompose comme

()= 0) =)

soit x = xjuj+zous. Cet exemple se généralise 4 R™ : la famille (uq, ..., uy),ouw; = (0,...,0, 1 ,0,...
i®me rang
est une famille génératrice de R”.



Proposition 8}

Toute famille du K-ev E contenant une famille génératrice est ellee-méme génératrice.

Démonstration. Soit (u1,...,u,) une famille génératrice et F une famille qui la contient. Alors, a re-
numérotation prés, on a F = (u1,...,Up,V1,...,0q), avec v; € E. Soit x un élément de E. Alors,
x = Au1 + ...+ A\pu,, mais on peut aussi écrire

T = Mur + ...+ Aup +0vp + ...+ 0y,

donc F est génératrice. O

Définition 9

Une famille de vecteurs de E forme une base de F si elle est a la fois libre et génératrice.

Remarque. La encore, une telle famille n’existe pas toujours, mais on verra par la suite que c’est le cas
sous de bonnes hypothéses sur ’espace vectoriel de départ.

Exemple 4. La famille (e1, es) avec e; = (1,0) et es = (0,1) est une base de R2. En effet, on a vu dans
Iexemple 3| qu’elle est génératrice, montrons alors qu’elle est également libre. Soit A\je; + Aoeg = 0 une
combinaison linéaire nulle de ey, e5. Alors,

1 0\ _ Moo= 0
)\1<0>+)\2<1>—0<:>{/\2 — 0

donc (eq, e2) est bien une base de R2.

Exemple 5. (Base canonique de K")

La famille (e1,...,e,), 0t e; = (0,...,0, 1 ,0,...,0) est une base de K". En effet, on a déja vu dans
,L'éme rang

I’exemple [3| que cette famille est génératrice, montrons donc qu’elle est libre. Soit A\je; + ...+ A\pep, =0

une combinaison linéaire nulle de ey, ..., e,. Alors, on a

AM(1,0,...,0)+...4+X,(0,...,0,1) = (0,...,0)
—  (AM,0,...,0)+...4+(0,...,0,\,) ..
= ALy ) = (0,...,0)

donc \y =... =X\, =0, dou (eq,...,e,) est libre et donc elle forme bien une base de K".

Exemple 6. (Base canonique de R,[X])

La famille B = (1, X, X2,..., X™) est une base de R,[X] = {P = a; X" | a; € R et deg P < n} I’ensemble
des polynémes de degré inférieur ou égal & n. En effet, par définition tout polynome P € R, [X] s’écrit
P=agl +a1X +...a, X" donc cette famille est génératrice. Montrons qu’elle est libre : soit

MI+FMX+...+X"=0

une combinaison linéaire nulle d’éléments de B. Alors, le membre de gauche est un polynéme égal au
polynéme nul, or par définition deux polyndmes sont égaux sst les coefficients de méme degrés sont
égaux, donc en fait Ao =0,..., A, = 0 et la famille est bien libre, donc B est une base de R, [X].



Exemple 7. (Base canonique de M, (K))
Pour n = 2, on note M3(K) I’ensemble des matrices carrées de tailles 2 & coefficients dans K. Notons
B = (E, Ea, Es, Ey) la famille de matrices telles que

10 0 1 0 0 00
2= (o o) 2= (0 o) 2= (100) == (0 3)

a b

Alors, toute matrice M = <c d) € M3 (K) peut s’écrire

M =aF; +bEs + cEs + dE,
donc la famille B est génératrice. De plus, si

MET+ XFy + A3E3 + M\ FEy =0

A X) (000
A3 M) \0 0

donc en fait A\ = Ay = A3 = Ay = 0, donc B est libre et forme donc bien une base de My(K). Plus
généralement, la famille de matrices (F1, ..., E,2) ou E; est la matrice carrée de taille n avec tous les
coefficients nuls sauf un, égal & 1 en position (i,7) forme une base de I'espace vectoriel M,,(K).

est une combinaison linéaire nulle, alors

Exemple 8. (Base d’un sev défini par un systéme d’équations)
Soit F le sous-ensemble de R? défini par

F={(z,y,2) €eR®| 2z +y+32=0}.

F est bien un sev comme hyperplan de R3. Cherchons donc une base de F. Pour cela, il faut réécrire
I’équation 2z + y + 3z = 0 : par exemple, on peut écrire que

2r4+y+3z2=0<—=y=—2x—3z
donc en fait un vecteur u = (z,y, z) est dans F' sst y = —2x — 3z, ce qui revient a dire que
ueF < v=(r,-2x—32,2) < v=212(1,-2,0) 4+ 2(0,-3,1)

et ainsi, les deux vecteurs e; = (1,—2,0) et e = (0, —3, 1) forment une famille génératrice de F. Il reste
montrer que (eg, e3) est bien libre. Pour cela, on écrit une combinaison linéaire nulle de e; et es :

Are1 + Ageg = 0 <= (A1, =21 — 3X2, A2 = (0,0,0) <= —;1)\1 -3\ ; 8 = A =X=0
A =0
et donc (e1,e2) est bien une base de F.
,—[Proposition 10] \
Une famille (ej,...,e,) est une base de E ssi pour tout vecteur x € F, il existe un unique

n-uplet (A1,...,A,) € K" tel que
T =MNe1+ ...+ Apen.

Autrement dit, tout vecteur x se décompose de fagon unique sur les e;.




Démonstration.

= Condition nécessaire. Supposons que (eq,...,e,) soit une base de E et prenons x € E. Alors,
par définition la famille est génératrice, donc il existe A1, ..., A, tels que

r=MAer+ ...+ Mep.

Montrons que cette décomposition est unique. Supposons pour cela qu’il existe A, ..., Al tels qu'on
ait la méme décomposition, e

T = Mei+...+\en 0 = z—XMe1+...+\en

x = Nei+...4+ Ney 0 = z—MNer+...+ N,

et en soustrayant les deux lignes, on obtient

0= ()\1 —)\/1>€1 +...+()\n—)\;1)en

mais comme la famille (eq,...,e,) est libre, on a en fait \; = A, pour tout ¢, d’ou 'unicité de la
décomposition.
< Condition suffisante. Soit B = (eq,...,e,) une famille d’éléments de E telle que tout vecteur

x € E se décompose de facon unique sur les e;. Montrons que B forme une base de E. La famille
est génératrice par hypothése, il suffit donc de montrer qu’elle est libre. Soit Adje; +...+ A\pe, =0
une combinaison linéaire nulle des e;. Alors, on peut écrire

e+ ...+ e, =0=0e; 4+ ...+ Oe,

et donc par unicité de la décomposition, tous les A; sont nuls et B est bien une base de E.
O

Remarque. Cette proposition permet de définir la notion de coordonnées : en effet, dire par exemple
que u a pour coordonnées (a,b,c) dans la base (e1,e2,e3) revient a dire que u se décompose de fagon
unique sous la forme u = ae; + bes + ces. Remarquons que si v et v sont deux vecteurs de coordonnées

respectives (ai,...,a,) et (b1,...,b,) dans la base (ey,...,e,), alors le vecteur u + v a pour coordonnées
(a1 + b1,...,an + by) dans la base (ei,...,e,). En effet, par définition, on a les deux décompositions
suivantes pour u et v :

u = aier+...+aney

v = biegr+...+bye,

donc on u+wv = (a1 +b1)er + ...+ (an + byp)en.

2.2 Existence de bases en dimension finie

Dans cette partie, on va voir qu’un espace vectoriel de dimension finie admet toujours une base. Pour
cela, remarquons d’abord que si F est de dimension finie, alors F posséde naturellement une famille
génératrice (en effet, il suffit de considérer ’ensemble de tous les vecteurs de E). De méme, si E # {0},
alors F posséde au moins un vecteur non nul x et donc au moins une famille libre, en considérant la famille
(x) (cf proposition i. [4).

,—[Théoréme 11 (Existence de base)} \

Soit E # {0} un espace vectoriel de dimensions finie et G = (g1, ..., gr) une famille génératrice
de E. Considérons une famille libre £ C G de E. Alors, il existe une base B telle que L C B C G.
Autrement dit, dans un espace vectoriel de dimension finie, il existe toujours des
bases.




Démonstration. Soit G = (g1, ..., gx) une famille génératrice de E. Remarquons d’abord que si tous les g;
étaient nuls, alors Vz € E on aurait = 0, ce qui n’est pas possible puisqu’on a supposé E # {0}. Ainsi,
au moins un des g; est non nuls et on peut supposons & reunémoration prés qu’il s’agit de g;.

Posons alors £1 = (g1). Alors, comme g1 # 0, d’aprés la proposition [ la famille £; est libre. Si elle
était de plus génératrice, le théoréme serait démontré. Supposons donc qu’elle ne soit pas génératrice et
montrons dans ce cas qu'il existe g« € (g2, .., gk) tel que la famille (g1, g«) soit libre. En effet, si ce n’était
pas le cas, alors pour tout g« € (g2,...,gx) la famille (g1, g«) serait lice, et donc en particulier tout vecteur
de (g2, ..., gr) serait combinaison linéaire de g1, ce qui signifie qu'il existe Ag, ..., A\; tels que

g2 = X291, -, Gk = AkGk-
Alors, en particulier pour tout élément x € E, on a
r=0o101 + ...+ g = o101 + (a2A2)g1 + ... + (k)91 = Ag1

donc tout élément x € E est combinaison linéaire de g1, donc £1 = (g1) est génératrice. Contradiction.
Ainsi, la famille (g1, g«) est libre et, & renumérotation prés, on peut supposer g, = go et poser Lo = (g1, 92)-
La famille £s est donc libre dans E, et on montre alors de la méme maniére que pour £q que la famille
Lo est soit génératrice et le théoréme est démontré, soit qu’elle peut étre complétée en une famille libre

L3 = (91,92, 93), et répéter alors ce méme processus jusqu’a obtenir une famille £,, = (¢1,...,9,) C G qui

soit & la fois libre et génératrice. De plus, comme F est de dimension finie, on sait qu’il existe un tel n,

donc on finit bien par trouver une base £, de E. O
,—[Théoréme 12 (Théoréme de la base incompléte)] N

Soit £ # {0} un espace vectoriel de dimension finie.
i. De toute famille génératrice G de E, on peut extraire une base.

ii. Toute famille libre £ de E peut étre complétée de maniére a former une base.

Démonstration. i. C’est la preuve du théoréme d’existence des bases en dimension finie.

ii. Soit L est une famille libre de E. Comme E est de dimension finie, F admet une famille génératrice G
(qui ne contient pas nécessairement £). Notons G’ = GU L. Alors G’ contient une famille génératrice,
donc elle est elle-méme génératrice (cf proposition . De plus, elle contient aussi une famille libre,
et on peut appliquer le théoréme d’existence des bases en dimension finie et ainsi la compléter de

fagon & en faire une base de F.
O

2.3 Dimension d’un espace vectoriel

Le lemme suivant sert d’outils a la démonstration du théoréme [14]

—~ Lemme 13 <

Soit (e1,...,e,) une famille génératrice de E constituée de n vecteurs. Si (fi,..., fp) est une
famille de p vecteurs de E avec p > n, alors cette famille est liée. Autrement dit, dans un espace
vectoriel engendré par n éléments, toute famille contenant strictement plus de n éléments est
liée.




Démonstration. Notons F = (eq,...,e,) et F' = (f1,..., fp), avec p > n. On doit donc montrer que F'
est liee. Pour cela, on va montrer que la sous-famille de (f1,..., f,) de F’ est génératrice, car dans ce cas,
fn+1 sera combinaison linéaire des f; pour tout ¢ < n et donc en particulier (f,..., fny1) C F est liée,
donc F’ est aussi liée (cf iii. proposition [)). Soit donc (fi,..., f,) sous-famille de F’. Si 'un des f; était
nul, alors 7' serait immeédiatement liée (cf proposition i. . Supposons donc que f; # 0 pour tout ¢ : alors,
comme JF est génératrice, on aura

fi = Ae1 + ...+ A\pe, pour tout <.

Or f; # 0 donc au moins I'un des A\ est non nul, disons 1. Alors, en divisant par A1 on obtient

1 A2 An
e1=—e] —(—ey+ ...+ —e,
A1 (/\1 A1 )
donc tout élément x € FE s’écrira comme combinaison linéaire des fi,ea,...,e,, ce qui signifie que la
famille (f1,e9,...,e,) est génératrice. De méme, on peut réitérer ce processus jusqu’a remplacer tous les

e; par les f;, et ainsi obtenir que (fi,..., f) est génératrice, et donc la famille 7’ est bien liée. O

Théoréme 14}

Si E admet une base constituée de n vecteurs, alors c’est le cas pour toutes ses bases.

Démonstration. Ce théoréme se déduit immeédiatement du lemme précédent : en effet, soient B et B’ deux
bases de E. Alors, B est génératrice donc soit B’ contient plus de vecteurs que B’ et donc d’apreés le lemme
précédent elle est liée. Contradiction.

De méme, soit B contient plus d’éléments que B’ qui est génératrice, et donc B est lice. Contradiction. [J

Définition 15}

Si E' admet une base constituée de n vecteurs, alors on dit que E est de dimension n.
On note dimg F = n (on omet parfois de préciser K quand le contexte le permet).

Vocabulaire.

e Par convention, la dimension de I’espace vectoriel {0} est 0 : dim ({0}) = 0. On a évidement
dimg F =0 ssi E = {0}.

e Un espace vectoriel de dimension 1 est appelé une droite vectorielle.

e Un espace vectoriel de dimension 2 est appelé un plan vectoriel.

e Si E est un espace vectoriel de dimension n et F' est un sev de E tel que dim F = n — 1, alors F'
est appelé un hyperplan de E.

e On appelle rang de la famille de vecteurs (uq,...,u,) la dimension de I'espace Vect (ug, ..., uy).

Exemple 9. D’apres 'exemple o] 'espace K" est de dimension finie avec dimg K" = n.

Exemple 10. L’espace R,[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a n est un espace vectoriel de
dimension n + 1. En effet, on a déja vu dans ’exemple @ que la famille (1, X, X?,..., X™) forme une base
de R, [X], et comme elle compte n + 1 éléments, on a bien

dimg R, [X] =n+ 1.

En revanche, on a vu que 'espace R[X] des polynomes a coefficients dans R est un espace vectoriel de
dimension infinie.



Remarque. La dimension d’un espace vectoriel £ dépend évidemment de E mais également du corps de
base K (c’est pourquoi on la note souvent dimg. En effet, C vu comme un R-ev est de dimension 2, car
tout élément z € C s’écrit de maniére unique comme z = al + bi, et donc la famille (1,7) en est une base.
En revanche, si on considére C en tant que C-espace vectoriel, alors il est évidemment de dimension 1.

Ainsi, on a

r—[Théoréme 16] \

dimg(C) =2 et dimg(C) = 1.

Soit £ un K-ev de dimension n.

i. Toute famille ayant plus de n éléments est liée.

—

i. Les familles ayant moins de n éléments ne peuvent étre génératrices.
iii. Toute famille génératrice ayant exactement n éléments est une base.

iv. Toute famille libre ayant exactement n éléments est une base.

Démonstration.

ii.

iii.

1v.

(C’est une reformulation du lemme [13]

Si E possédait une famille génératrice F avec moins de n éléments, alors on pourra d’aprés le théo-
réme [12| en extraire une base qui contiendrait donc moins de n éléments, ce qui est en contradiction
avec le théoréme [T4l

Soit G une famille génératrices de E constituée de n éléments. Alors, & nouveau d’aprés le théoréme

on peut en extraire une base de E. Mais comme toute base de F contient n élément d’aprés le
théoréme [I4] cette nouvelle base contient bien n éléments : il s’agit donc de G elle-méme.

Soit £ une famille libre de E constituée de n éléments. Alors, d’aprés le [[2] on peut compléter cette
famille de facon & en faire une base de E. Mais comme pour iii. cette base contient n éléments par
le théoreme [14] il s’agit donc de £ elle-méme.

O

Remarque. Les points iii. et iv. de la proposition précédente nous disent que, pour trouver une base d’un
espace vectoriel E de dimension n, il suffit de trouver une famille qui soit ou libre ou génératrice.

,—[Proposition 17] N

Soient Ei,. .., I, des espaces vectoriels tous de dimension finie sur le méme corps K. Alors, on
a déja vu que 'espace produit E1 X ... x E, est un K-ev. De plus, on a

dimK(El X ... X Ep) = dimg F7 + ...+ dimg Ep.

Démonstration. Notons (at,...,an,), (b1,...,0ny), -, (K1,. .., kn,) respectivement des bases de Fy, Fs, . ..
Alors, on peut facilement vérifier que la famille

((aia 07 e 70)14:17.‘.777/17 (07 biv 07 R 70)1':].,...,7127 R (07 e )Oa ki)i:l,...,np)

est une base de By x ... x Ej,. O
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3 Sous-espaces vectoriels de dimension finie

r—[Théoréme 18] \

Soient £ un K-ev de dimension n et F' # {0} un sev de E. Alors, F' est de dimension finie et
de plus, on a :

i. dimF <n
. dmF =n sst E=F.

Démonstration.

i.

ii.

~ Théoréme 19 \

Comme F # {0}, il existe 21 € F avec z1 # 0 et on peut considérer la famille £ = (z1) de F. Alors,
L1 est libre et, comme pour la preuve du lemme , on peut compléter (1) en une autre famille
libre de F', notée Lo = (x1,x2) 2 L1, et ainsi construire une suite de familles libres de F telles que

Ly CLCL3C...CF

jusqu’a obtenir une famille libre £ qui soit génératrice de F. On a ainsi l'existence d’une famille
libre et génératrice de F', mais il faut également montrer que celle-ci est finie (pour avoir que dim F' <
o0). Or, supposons que F' n’admet pas de famille génératrice finie : alors, il existerait une famille
génératrice infinie dans F', mais donc dans F également, qui est de dimension finie. Contradiction.
Ainsi, F' admet une famille libre et génératrice finie : F' est donc de dimension finie et admet une
base. Par ailleurs, on a vu qu’une base de F' est toujours constituée d’au plus n éléments, donc
dim F < dim F.

Si dim F' = dim F, alors il existe une base B de F' constituée de n éléments. Or F' C E donc B est
une famille de FE, libre et constituée de n éléments : c’est donc une base de E (cf théoréme Ainsi,
B engendre E et F', donc E = F. Réciproquement, si £ = F', alors on a évidemment dim F' = dim E.

O

Soient E un K-ev de dimension n et F,G deux sev de E de bases respectives F = (f1,..., fp)
et G =(g1,...,9q), avec p,q > 1 (F et G différents de {0}). Alors,

E=F&G ssi (fi,...,fp,91,--.,9q) est une base de E.

Démonstration. Notons B = (f1,..., fp,91,---,9q)-
= Condition nécessaire. Supposons que F' et G soient en somme directe dans F (ie E = F ® G).

Montrons que B est une base de F.

i. Montrons que B est libre : soit
M+ X fp g+ g9 =0
une combinaison linéaire nulle des éléments de B. Alors,

AMfi+ o+ Apfp = —H1g1 — - — 1Y
eFr cG

11



donc chaque membre de cette égalité appartient & la fois & F et & G, donc & FFN G. Or par
hypothése F'N G = {0}, donc en fait

AMfito o+ Xfp=0 et pgi+...+pgge =0

qui sont des combinaisons linéaires nulles d’éléments de F et G respectivement, qui sont des
familles libres, donc par définition

M=...==0c¢et p1=...=p;=0

ce qui revient & dire que B est une famille libre.

ii. Montrons que B est génératrice : soit w € E. Comme F et G sont en somme directe dans F,
on a en particulier E = F + G donc w s’écrit comme w = u+ v avec u € F et v € G. De
plus, F est une base de F' donc u est combinaison linéaire d’éléments de F, et de méme v est
combinaison linéaire d’éléments de G. Ainsi, w est combinaison linéaire d’éléments de B, donc
B est bien génératrice.

Ainsi, B est une base de F.
< Condition suffisante. Supposons que B est une base de E, et montrons que £ = F & G.

i. Montrons que F' N G{0}. Soit u un élément de l'intersection. Alors,

uelF < u=Mfi+...+Nfp
ue @ <= u=pgr+...+ g9,

donc en soustrayant les deux lignes on obtient la combinaison linéaire nulle d’éléments de B
Afi+ o+ Apfp — g — oo — pggq = 0.

Or B est libre, donc Ay + ...+ A, = 1 = ... = pg = 0, soit u = 0, et donc F' N G{0}.
ii. Montrons que £ = F 4+ G. Soit w € E. Alors, comme B est une base de F on a

w=Afi+...+ NS+ g1+ + 1Y

ueF veG

donc w =u+wvavecu € FetveG,donc E=F+G.

Ainsi, F' et GG sont bien en somme directe dans F.

O
Corollaire 20]
Soit E un K-ev de dimension n. Alors, tout sev de E admet un supplémentaire dans F.
Démonstration. Soit F un sev de E. Prenons B = (eq,...,ey,) une base de E et F = (f1,..., fp) une base

de F. Alors, le théoréme de la base incompléte nous dit qu'on peut compléter F en une base de F,
qu’on note (fi,..., fp,g1,--.,9q), avec ¢ = n—p et les g; choisis parmi les e;. Notons G = Vect (g1, ..., gq)
le sev de E engendré par les g;. Alors, (g1, ...,9q) est une famille libre de F, puisqu’elle est extraite d'une
famille libre, et elle est génératrice de G par définition : (g1, ..., gq) est donc une base de G. Alors, d’aprés
le théoréme précédent, £ = F @ G donc G est un supplémentaire de F' dans FE. O

Exemple 11. Dans R3, le supplémentaire d’une droite (dimension 1) est un plan (dimension 2).

12



~ Théoréme 21} \

Soit E un K-ev de dimension n et F,G deux sev de E. On a
i. dim(F + G) =dim F +dim G — dim(F N G) (Formule de Grassman)
ii. dim(F & G) =dim F + dim G.

Démonstration.
i. Notons (eq,...,e,) une base de de E. Comme F et G sont tous deux sev de E, alors F'NG en aussi
un : & renumérotation pres, posons (eq,...,ex) une base de FNG.
e FFNG C F donc d’apres le théoreme de la base incomplete, il existe fi,..., f, des éléments de F’
tels que (eq, ..., e, fi1,..., fp) soit une base de F'. De méme, F NG C G donc il existe (g1,. .., 7q)
des éléments de G tels que (e1,..., €k, g1,...,9q) soit une base de G. En particulier, on a

dmF+dimG—dm(FNG)=f+g—2k—k=f+g+k.

e Montrons maintenant que B = (e1,...,eg, fi,..., fp, g1, .., 9q) est une base de F' + G.

(a) Montrons que B est libre. Solent A1,..., Ag, 1, ..., fip, V1, - - - Vg tels que
>\1€1+...+)\k6k+/ﬁ1fl+...+,upfp+’}/1gl—|-...+’ngq:0.

Or mg1 + ... + 7494 € G donc yig1 + ... + 7494 = 0, soit 71 = ... = 74 = 0. De méme,
M=...= A =0cet pug =... = pp =0 et la famille B est libre.

(b) Montrons que B est génératrice. Par définition, on a F' C Vect (B) et G C Vect (B), donc par
stabilité F' + G C Vect (B). De méme, on a clairement Vect (B) C F + G donc par double
inclusion, on a 1’égalité F'+ G = Vect (B) et B est génératrice.

Ainsi, on a montré que B est une base de F'+ G, donc
dim(F+G)=f+k+g=dimF +dimG — dim (F NG).

ii. Si E=F &G, alors FNG = {0} donc dim (FNG) =0 et on a l'égalité.

r—[Corollaire 22] \

Soit E un K-ev de dimension finie.

i. Si F et G sont deux sev de F, alors

E=Fa&G ssi FNG={0} et dimFE =dim F + dim G.
ii. Si Eq,...,E, sont des sev de E, alors

dim(El@...@Ep):dimE1+...+Ep.

Démonstration. Le premier point découle directement de la formule de Grassman, car si F' et G sont en
somme directe alors dim(F N G) = 0 puisque F N G = {0}. Le deuxiéme point est une récurrence sur le
théoréme précédent. O
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Exemple 12. A la fin du chapitre 1, on a vu que la droite vectorielle F' = Vect (u) avec u = (1,1,1) et
le plan G d’équation = + y + z = 0 sont en somme directe dans R3. Avec la caractérisation du corollaire
précédent, la preuve est beaucoup plus rapide : en effet, une fois qu’on a montré que F NG = {0}
(v=(z,y,2) € FNG., alors v € F donc il existe a € R tel que v = a x (1,1,1) = (a,a,a) et comme
veG,onaa+a+a=3a=0,s0it a=0etv=0gs, dou FNG = {0}), il suffit de dire que dim F' =1
et dimG = 2, donc dimR? = dim F + dim G, et on a bien £ = F & G.

14
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Chapitre 3 : Applications linéaires

Dans tout le chapitre, on considére des espaces vectoriels de dimension finie sur le corps K.

1 Applications linéaires

1.1 Définitions et premiéres propriétés

— Définition 1 <

Soient E et F deux K-ev et f : E — F une application de E dans F. On dit que f est une
application linéaire si pour tous vecteurs u et v dans F et tout scalaire A € K,

L f(utv) = f(u) + (o)

ii. f(Au) = Af(u)
On note Lk (FE, F), et parfois simplement L(FE, F), ’ensemble des applications linéaires de
F dans F.

\. J

Remarque. Si f: E — F est linéaire, alors on a f(0) = 0. En effet, on a

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = 2f(0) < f(0) = 0.
Vocabulaire.

e Si f est une application linéaire de E dans K (f : F — K), alors on dit que f est une forme
linéaire. On note £(E,K) l'ensemble des formes linéaires de E dans K.

e Si f est une application linéaire de F dans E (f : E — E), alors on dit que f est un endomor-
phisme linéaire de E. On note £L(E) l'ensemble des endomorphismes linéaires de E.

Proposition 2]

Une application f : E — F est linéaire ssi Vu,v € E, Y\, u € K, f(Au+pv) = \f(u)+pf(v).

Démonstration. C’est simplement une réécriture de la définition. O
Exemple 1.
idg: £ — F
u =

est une application linéaire (et un endomorphisme de E) appelée application identité.

Exemple 2.
Op:EF — FE
u = 0

est une application linéaire (et un endomorphisme de F) appelée application nulle.



Exemple 3.
f: R3 — R?
(l‘,y,Z) = (2x+y7yiz)
est une application linéaire. En effet, soient (z,y, 2) et (2,9, 2’) dans R3 et A € R. Alors
f(zy,2) + (2,9, 7)) = fla+a,y+y,2+2)

= (20420 +y+y,y—y —2-27)

= 2z+y,y—2)+ 2 +y.,y —2)

= f(ma Y, Z) + f(xlv ylv Z/)
et

f()‘(x>y7 Z)) = f()\l‘, >\y7 )‘Z) = (2)\!1) + >\y7 >\y - )‘Z) = (/\(2$ + y)7 )‘(y - Z)) = )‘f(x7y7 Z)

donc f est bien linéaire.

Exemple 4.
I R3 — R?
(x,y,z) = (I‘2 _y7y+z)

n’est pas linéaire. En effet, si (z,y,2) et (2/,y/,2') sont deux éléments de R3, alors
@y, 2)+ @y, 7)) = (@42 —(+y)y+y +2+2)) = (@@ +2” —y—y + 20/, y+y' + 2+ 2)
et

fla,y,2) + [y, ) = (@ +a” —y =y +o + 2+ 2)
donc f n’est pas additive. De méme, on peut vérifier que f ne respecte pas la multiplication par un scalaire.

Remarque. La non-linéarité de f dans I’exemple précédent vient du terme au carré. De la méme fagon,
une application qui renverrait un produit de ses coordonnées ne pourrait pas étre linéaire. En fait, chaque
composante dans 'espace d’arrivée doit étre un polyndéme homogéne de degré 1 en les coordonnées.

Exemple 5. Soient E = C%([0,1],R) et F' = C1([0, 1], R) les espaces vectoriels des applications f : [0,1] —
R respectivement continues et continues de dérivées continues. Alors, 'application dérivée

D: E - F
fo=f

est une application linéaire. En effet, soient f,g: [0,1] — R deux fonctions continues et A € R. Alors,

D(f+g) = (f+9)'=f+9=D(f)+D(g)
DAf) = (Af) =Af"=D(f)

Proposition 3]

Sif:E— Fetg:F — G sont deux applications linéaires avec E, F' et G deux K-ev, alors la
composition go f : E — G est linéaire.

Démonstration. Pour tout u € F, on a par définition de la composition go f(u) = g(f(u)) Soient u,v € FE.
Alors,

goflu+v)=g(flu+v)) =g(fw)+ f(v) =g(f(u) +9(f(v)) =go f(u)+go f(v).

De méme, soient u € E et A € K. Alors,

go f(hu) = g(f(M)) = g(Af(w) = Ag(f(u)) = Ago f(v).



Remarque. Soient f : E — F une application linéaire avec E un K-ev de dimension n et (e, ..., ey,)
une base de E. Alors, f est entiérement déterminée par I'image des vecteurs de la base de F.
En effet, tout vecteur z € E se décompose de facon unique sur les e; :

r=ux1€e1+ ...+ Tpen
donc pour trouver l'image de z par f, il suffit d’utiliser la linéarité de f sur cette égalité :
f(x) = flziea + ...t xpen) = z1fler) + ...+ znflen)

et on voit bien qu'il suffit de connaitre f(e1),..., f(e,). Par exemple, si on se donne f : R3 — R3
Iapplication linéaire définie par

f(el) = f(l,0,0) (17270)
f(62) = f(ov 1, 0) = (O’ -3, _2)
f(€3) = f(0,0,l) (074>3>

alors on peut calculer 'expression générale de f, c’est a dire donner f(X) pour n’importe quel X =
(7,y,2) € R3. En effet, si X € R3, alors il se décompose sur la base canonique (e, ea,e3) : X = ze; +
yes + zes. En utilisant la linéarité de f, on a

f(X) zf(er) +yflez) + 2f(es)
= 2(1,2,0) + (0, -3, —2) + 2(0,4,3)
= (x,20 — 3y +4z,—2y + 3z2)

d’ou f(x,y,2) = (x,2z — 3y + 42, —2y + 3z) pour tout (z,y,z) € R3.

En particulier, on a la proposition suivante :

,—[Proposition 4] |

Soient E et F' deux K-ev de dimensions finies avec (eq, . .., e,) une base de E. Soient f,g : E — F
deux applications linéaires. Alors,

f(x) = g(x) pour tout z € E ssi f(e;) = g(e;) pour tout i =1,...,n.

Autrement dit, deux applications sont les mémes partout sst elles coincident sur les vecteurs
de base.

\. J

Démonstration.

Condition nécessaire. Sion suppose que f(x) = g(x) pour n’importe quel z € E, alors en particulier
c’est vrai pour z = e; € F/, donc les applications coincident sur les vecteurs de base.
Condition suffisante. Supposons que f(e;) = g(e;) pour tout i = 1,...,n. Soit € E. Alors, = se
décompose sur les e; :
r=x1€e1+ ...+ e,

et on appliquer f et g & cette égalité :

{ f(x) = f(xlel +-~+$nen) = $1f(61)+'--+$nf(en)
g(x) = glxier+...+xnen) = z19(e1) +...+xng(en)

Alors, par hypothése
f(@) =z1f(er) + ... +anf(en) = zrg(er) + ... + zng(en) = g(),
donc on a bien f(x) = g(x) pour tout z € E.



1.2 Applications linéaires en géométrie

— Définition 5

Soit A € K. L’homothétie de rapport A est 'application

hAIE*)E
U = Au

\

,—[Proposition 6]

Les homothéties sont des applications linéaires (et méme des endomorphismes).

.

Démonstration. Soit hy une homothétie de E et soient u,v € E, a,b € K. Alors

ha(au + bv) = Aau + bv) = Aau + Abv = ahy(u) + bhy(v).

Remarque. Soit ug # 0 est un vecteur de £ un K-ev. La translation de vecteur ug définie par

tyy: £ — E
u = U+ ug

n’est pas une application linéaire. En effet, on a par exemple
tuo (U +v) = (u+v) +up # (u+ug) + (v + up) = tuy(u) + tyy (V).

Noter également que t,,(0) # 0.

~ Définition 7

Soient F' et G deux sev d’un méme K-ev E. Supposons que F' et G soient en somme directe dans
E ie E=F ®G. Alors, tout vecteur u € E se décompose de maniére unique en u = v + w,
avec v € ' et w € G. La projection sur F' parallélement a G est I'application

pr: E — F

\

,—[Proposition 8]

Les projections sont des applications linéaires.




Démonstration. Soit pr : E — F une projection sur F' parallélement & G, avec £ = F & G.

i. Soit uq,ue € E. Alors, il existe v1,v9 € F et wy,wy € G tels que u; = v1 + w1 et ug = vg + we. On
a donc

pr(ui +ug) = pr ((v1 +w1) + (v2 +wa)) = pr ((v1 +v2) + (w1 + w2)) = v1 + v2 = pr(ur) + pr(uz).
il. Soit u € E et A € K. Alors, il existe v € F et w € G, tels que u = v + w et donc
pr(Au) = pr(Av + Aw) = Av = Apr(u).
O

Remarque. Si pr : £ — F une projection sur F' parallélement & G avec F = F ® G et qu’on suppose
que pr(u) = 0 pour un certain v € E, alors u € G. En effet, u s’écrit v +w avec v € F et w € G, donc

pr(u) =0<=v=0<=u=w<=w € G.

Proposition 9}

Si pr : E — F une projection, alors propr = pr.

Démonstration. On doit montrer que, pour tout u € F,
pr (pr(u)) = pr(u).
Soit u € E. Alors, il existe v € F et w € G tels que v = v 4+ w. Ainsi,
pr (pr(u)) = pr(v) = v = pr(u)

puisque v € F'. ]

~Définition 10} \

Soient F' et G deux sev d’un méme K-ev E. Supposons que F et GG soient en somme directe dans
E, ie B = F & G. Alors, tout vecteur u € E se décompose de maniére unique en u = v + w,
avecv € F et w € G. La symétrie par rapport & F dans la direction de G est I'application

S: FE - F
U=v+w — vV—w




Proposition 1 1}

Les symétries sont des applications linéaires (et méme des endomorphismes).

Démonstration. Soit s : E — E un symétrie par rapport & F' dans la direction de G, avec £ = F & G.

i. Soit uy,us € E. Alors, il existe vy,ve € F et wy,ws € G tels que u; = v1 + wy et uy = vg + wy. On
a donc
s(up +u2) = s((v1+w1)+ (v2+ws))
= s ((v1 +wv2) + (w1 +ws))
= (Ul + UQ) — (w1 + U}Q)
= (v1 —w1) + (v2 —w2)
= s(ul) + S(UQ).

ii. Soit u € E et A € K. Alors, il existe v € F et w € G, tels que u = v + w et donc
s(Au) = s(Av + Aw) = A(v — w) = As(u).
O

Remarque. Soit s : F — E un symétrie par rapport & F' dans la direction de G avec £ = F @ G et soit
u=v+wé€ Favecv e FetweQG.

e Sis(u) =u, alors u € F (en effet, dans ce cas u = v et w = 0).

e Sis(u) = —u, alors u € G (en effet, dans ce cas u = w et v = 0).

Proposition 12]

Sis: E — E un symétrie, alors sos = idg.

Démonstration. On doit montrer que, pour tout u € F,
s(s(u)) =idp(u) = u.
Soit u € E. Alors, il existe v € F et w € G tels que u = v 4+ w. Ainsi,
s(s(u) =s(v—w) =s(v) —s(w) =v+w=u=idg(u)

puisque v € F'. 0

2 Image, noyau et isomorphisme

2.1 Rappels : injection, surjection et bijection

Rappel. Soit f: F — F une application de deux ensembles E et F.

i. f est injective si pour tous x,y € F tels que z # y, f(z) # f(y) (tout élément de F admet au plus
un antécédent par f dans F).

ii. f est surjective si pour tout y € F', il existe x € E tel que y = f(z) (tout élément de F' admet au
moins un antécédent par f dans E).

iii. f est bijective si elle est a la fois injective et surjective (tout élément de F' admet exactement un
antécédent par f dans F).



iv. Si f: E — F est bijective, alors il existe une application inverse ou réciproque f~! : F — E
telle que

Ve € B, [TH(f(@) = [/ @) =2

et cette application est bien définie et bijective.

2.2 Applications linéaires injectives

r—[Déﬁnition 13] N

Soit f : E — F une application linéaire. On appelle noyau de f le sous-ensemble de E noté
ker(f) et défini par

ker(f) ={z € E, f(z)=0}.

\ J

,—[Proposition 14] N

Le noyau d’une application linéaire est un espace vectoriel.

. J

Démonstration. Soit f : E — F une application linéaire. Montrons que ker(f) C E est un sous-espace
vectoriel de F.

i. Comme f est linéaire, f(0) = 0 et donc 0 € ker(f).
ii. Soient x,y € ker(f). Alors, f(z+vy) = f(z)+ f(y) =0+ 0 =0 donc = + y € ker(f).
iii. Soient = € ker(f) et A € K. Alors, f(Az) = Af(z) = 0 donc Az € ker(f).

Proposition 1 5]

Une application linéaire f : E' — F est injective ssi son noyau ker(f) = {0}.

Démonstration.

Condition nécessaire. Supposons f injective et prenons x € ker(f). Montrons que x = 0. Si z # 0,
alors par hypothése d’injectivité f(z) # f(0) mais comme x est dans le noyau de f, f(x) = 0 donc
le seul vecteur de ker(f) est 0 et donc ker(f) = {0}.

Condition suffisante. Supposons ker(f) = {0} et montrons que f est injective. Soient u; # ug deux
vecteurs de E. Si f(u1) = f(ug), alors on aurait

flur) = flug) =0 <= f(u1 —ug2) =0 <= u; —ug € ker(f)

donc en fait u; —ug = 0 soit u; = ug. Contradiction. Ainsi, f(u1) # f(ug) et f est bien injective.
OJ

Proposition 16]

Soient E, F' deux K-ev de et f : E — F une application linéaire injective. Si (u1,...,up) est
une famille libre dans E, alors la famille (f(u1),..., f(up)) est libre dans F.




Démonstration. Soit A\ f(u1) + ...+ Apf(up) = 0 une combinaison linéaire nulle des f(u;). Par linéarité
de f,on a
f()\lul + ...+ )\pup) =0

donc Mug + ...+ Apuy € ker(f) = {0} puisque f est injective, et donc
)\1’u,1+...+)\pup:().

Alors, comme la famille (w1, ..., u,) est libre, on abien A\; = ... = A\, = 0 donc la famille (f(ul), e f(up))
est libre dans F'. O

Exemple 6. Soit f : R* — R3 I'application linéaire définie par
flzyy,2,t) = (x —y + 2,20 + 2y + 62 + 4t, —x — 22 — 1).
Calculons le noyau de f. Par définition, on a

ker(f) = {(z,y,2t) €R*| f(z,y,2,) = 0}
= {(z,y,2,t) ER* | (v —y + 2,20+ 2y + 62 + 4t, —x — 22 — t) = 0}

donc il s’agit de résoudre le systéme

z -y +z = 0
2z 42y +6z +4t = O
-z —2z —t =0

On remarque que le systéme est formé de 3 équations pour 4 inconnues, donc on peut se douter qu’il
admettra une infinité de solutions. prés résolution du systéme, on obtient

r -y +z zoéx:y—z’@x:—%—t
y 4z +t = 0 y = —z—1 y = —z—1

et donc
ker(f) = (z,y,2,t) ERY |2 =—-22z—tety=—2—1t}
(=2z—t,—z—t,2z,t) | z,t e R}
= 2(—-2,-1,1,0) +t(~1,-1,0,1) | z,t € R}
—2 -1
—1 —1
= Vect 11l o
0 1

On a donc trouvé une famille génératrice du noyau contenant deux vecteurs. De plus, on peut vérifier
qu’ils sont libres dans R*, donc qu'il forme une base de ker(f). En particulier, dim ker(f) = 2.

2.3 Applications linéaires surjectives

r—[Déﬁnition 17] N

Soit f : E — F une application linéaire. On appelle image de f le sous-ensemble de F' noté
Im(f) ou parfois f(F) et défini par

Im(f)=f(E)={f(u) |lue E} ={ve F, FueU tel que v= f(u)}.
De plus, on appelle rang de f et on note rg(f) la dimension de 'image de f :

dim Im(f) = rg(f).




Proposition 18]

L’image d’une application linéaire est un espace vectoriel.

Démonstration. Soit f : E — F une application linéaire. Montrons que Im(f) C F' est un sous-espace
vectoriel de F.

i. 0 € F et comme f est linéaire, il existe u € E (u = 0) tel que f(u) =0 donc 0 € Im(f).

ii. Soient vi,ve € Im(f). Alors, il existe uj,ug € E tels que vy = f(u1) et va = f(ugz) donc
v1 +v2 = f(ur) + fuz) = f(ur +uz2) € Im(f).

iii. Soient v € Im(f) et A € K. Alors, il existe u € E tel que v = f(u) donc Av = Af(u) = f(Au) € Im(f).
O

Proposition 19]

Une application linéaire f : E — F est surjective ssi son image Im(f) = F.

Démonstration.

Condition nécessaire. Supposons f surjective et montrons que Im(f) = F. On a déja montré que
Im(f) est un sev de F' donc en particulier Im(f) C F. Montrons 'inclusion inverse. Soit v € F.
Comme f est surjective, il existe u € FE tel que f(u) = v donc par définition v € Im(f), d’on
F C Im(f) et on a I'égalité.

Condition suffisante. Supposons Im(f) = F' et soit v € F. En particulier, v € Im(f) donc il existe
u € F tel que f(u) = v donc par définition f est surjective.

[

Proposition 20]

Soient E, F' deux K-ev de et f : E — F une application linéaire surjective. Si (ug,...,up) est
une famille génératrice de E, alors la famille (f(u1),..., f(up)) est génératrice de F.

Démonstration. Soit v € F. Comme f est surjective, il existe u € E tel que v = f(u) et comme la famille
(u1,...,up) est génératrice, on a
u:)\lul—i—...—i—)\pup.

Alors, par linéarité de f, on a
fu)=v=X f(u1)+...+ A f(up)

donc tout vecteur de F se décompose sur les f(u;), donc la famille (f(u1),..., f(up)) est génératrice. [



,—[Proposition 2 1}

une partie de E, alors f(U) = Vect (f(u1),..., f(un))-
En particulier, si (eg,...,ey) est une base de E, alors E' = Vect (ey,...,ep) et

Im(f) = f(E) = Vect (f(er), ., f(en))-

une base.

Soient E et F' deux K-ev et f : E — F une application linéaire. Si U = Vect(uq, ..., u,) est

On obtient aisément une famille génératrice de I'image de f, ce qui permet donc d’en extraire

Démonstration. On montre I’égalité par double inclusion.

C Soit v € f(U). Alors, il existe un u € U tel que f(u) = v. Comme u € U = Vect(uy, ...

, Up), ON

peut décomposer u : u = zquy + ... + rpuy, donc en fait f(u) = x1f(ur) + ... + xnf(u,) donc

v € Vect (f(w),..., f(un)) dou f(U) C Vect (f(u1),..., flun)).

D Soit v € Vect (f(ul), cel, f(un)), alors v est combinaison linéaire des f(u1), ..., f(u,). L’'image d'un
sev par une application linéaire est un sev, donc ’ensemble f(U) est un sev de F' et en particulier

v € f(U) d’ou l'inclusion réciproque et 1’égalité.

Exemple 7. Reprenons 'application f de 'exemple : pour tout (x,y,2,t) € R* on a
flzyy,2,t) = (x —y + 2,20 + 2y + 62 + 4t, —x — 22 — 1).
Calculons I'image de f. Par définition, on a
Im(f) = f(RY) = {f(z,y,2,1) | (z,9,2,t) € R'}.

De plus, d’aprés le lemme et la remarque précédente, on sait que

Im(f) = Vect (f(e1), f(e2), f(e3), f(ea))

donc on a seulement besoin de calculer I'image des vecteurs de la base canonique de R*. On a

fler) = f(1,0,0,0) = (1,2,-1)

f(e2) - f(07 1,0, 0) = ( 1,2 0)

f(€3> = f(0,0, 1, 0) = ( 6, 2)

f<64) - f(070ﬂ 0, 1) - ( ,4,-1)

1 1 1 0

Im(f) = Vect 2 1,1-21,161],] 4
-1 0 -2 -1

O]

donc on obtient une famille génératrice de I'image de f constituée de 4 vecteurs. On peut donc en extraire
une base : en faisant les calculs, on voit que la famille (f(e1), f(ez2), f(es), f(eq)) est liée, donc on peut en
extraire une famille libre en enlevant au moins un vecteur. A nouveau en faisant les calculs, on obtient
que quelque soit le vecteur qu’on enléve, la famille de trois vecteurs restants est encore liée. En enlevant
cette fois-ci deux vecteurs, par exemple f(e3) et f(es), on obtient une famille libre & deux éléments dans

R*, elle forme donc une base de Im(f). En particulier, dim Im(f) = rg(f) = 2.
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Remarque. Une autre fagon de voir que la famille (f(e1), f(e2), f(e3), f(es)) est liée est de calculer
directement le rang de cette famille en écrivant la matrice constituée de ces 4 vecteurs, a savoir

1 -1 1
2 2 6

— s O

et de I’échelonner (pivot de Gauss), de telle sorte & obtenir la matrice
2 4 00
-1 -1 0 0
1 0 00

qui est bien de rang 2. Ainsi, on sait directement que dimIm(f) = rg(f) = 2 donc une base de Im(f) sera
constituée de seulement 2 vecteurs (qu’on extrait de la famille (f(e1), f(e2), f(e3), f(e4))).

2.4 TIsomorphismes d’espaces vectoriels

r—[Déﬁnition 22] N

Soient E et F' deux K-ev et f: E — F une application. On dit que :

i. f est un isomorphisme si f est linéaire et bijective. Dans ce cas, on dit que E et F sont
isomorphes et on note £ = F.

ii. f est un automorphisme si f est un isomorphisme et un endomorphisme (ie si £ = F).

,—[Proposition 23} N
Si f: E — F est un isomorphisme, alors I’application réciproque f~! : F — FE est aussi un
isomorphisme.

Démonstration. On sait que si f est bijective, alors f~! I'est aussi. Il suffit donc de montrer qu’elle est
aussi linéaire.

i. Soient y1,y2 € F. Notons z1 = f~1(y1) et xo = f~!(y2) les images de y1,y2 par f~!. Alors, on a
f(x1) = y1 et f(x2) = ya et puisque f est linéaire,

f(zr+x9) = f(21) + f(22) = 91 + 4o

Composons par f~!:

fﬁl(f(iﬁl +:E2)) = fwm +y2))
r1+x = [Ny +y2)
Sy + ) = i +w)

et la derniére égalité nous donne Iadditivite f~1.

ii. Soient y € F et A € K. A nouveau, notons z = f~1(y) I'image de y par f~!. Alors, la linéarité de f
donne f(Az) = Af(z) = Ay et en composant par f~!, on obtient

Mo =AHy) = 0w)

et on obtient la linéarité de f.

11



Théoréme 24 )

Soient E et F deux K-ev et f : F — F une application linéaire. Soit (eg,...,e,) une base de
E. Alors, f est un isomorphisme sst (f(el, ... ,f(en)) est une base de F.

Démonstration.

Condition nécessaire. La proposition[L6|nous dit qu'une application linéaire injective transporte une
famille libre sur une famille libre, et la proposition 20| nous dit qu’une application linéaire surjective
transporte une famille génératrice sur une famille génératrice. Ainsi, si f est un isomorphisme, elle
est bijective et donc transporte bien une base de F sur une base de F.

Condition suffisante. Supposons que F = (f(el), cee f(en)) soit une base F' et montrons que f est
un isomorphisme. Par définition, f est linéaire donc il suffit de montrer qu’elle est bijective.

i. Montrons que f est injective. Soit u € ker(f). Alors, f(u) = 0 = f(0). Mais u est aussi un
élément de F donc u se décompose sur la base de F : u = z1e; + ... + x,e, donc

OZf(U):xlf(61)+...+l'nf(€n>

est une décomposition linéaire nulle des éléments de la base F, donc en fait 1 = ... =z, =0
et v = 0, soit ker(f) = {0}.

ii. Montrons que f est surjective. Soit v € F, et on cherche un vecteur u € E tel que v = f(u).
Comme F est une base de F', v se décompose

v=ux1f(e1) + ...+ xnflen) = f(zre1 + ... + xnen)

donc il suffit de prendre v = x1e1 + ...+ zne, € E.

,—[Proposition 25] |

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors, E et F sont isomorphes ss2
ils sont de méme dimension :

E=2F ssi dimE = dim F.

. J

Démonstration.

Condition nécessaire. Supposons E et I’ isomorphes. Par définition, il existe un isomorphisme f :
E — F. Soient (e1,...,e,) une base de E avec n = dim E. Alors, d’apres le théoreme [24] la famille
(f(el), .. ,f(en)) est une base de I’ qui compte n vecteurs, donc dim F =n = dim E.

Condition suffisante. Supposons que dim £ = dim F' = n. Soient (ej,...,e,) une base de E et
(f1,--., fn) une base de F. Construisons un isomorphisme f entre E et F. Commengons par noter
f lapplication définie par

fler) = f1,..., flen) = fu

Alors, f est bien définie et f est linéaire : en effet, toute application linéaire est entiérement

déterminée par l'image des vecteurs de base. De plus, on sait que (f(el), e f(en)) est une base
de F donc d’aprés le théoréme 24] f est bijective donc c’est bien un isomorphisme et E et F sont
isomorphes.

12



,—[Proposition 26] N

Soit £ un K-ev de dimension finie qui se décompose en somme directe de deux sev F et G :
E=F®dG.

i. Les symétries par rapport a F' dans la direction de G sont des isomorphismes.

ii. En dehors de 'identité (projection de F sur E parallélement a {0}), les projections sur F
parallélement & G ne sont pas des isomorphismes.

. J

Démonstration. i. Soit s : E — E une symétrie. Pour tout u =v+w € E=F+G,onas(u) =v—w.
Une base de £ = F' & G est donnée par (fi,..., fp.91,---,9¢) o0 (fi1,..., fp) est une base de F et
(91, --,9q) est une base de G. Alors,

(s(f1),---,8(fp),8(gn), - 58(90)) = (Frs - fpr =91, -, —00)

est encore une base de E donc d’aprés le théoréme s est un isomorphisme.

ii. Soit pr: E — F une projection. Pour tout u =v+w € E = F+ G, on a pr(u) = v. Alors, pour tout
vecteur w € G, on a pr(w) = 0 donc w € ker(pr) et en particulier, G C ker(pr) soit ker(pr) # {0}

donc pr n’est pas injective et ne peut donc pas étre un isomorphisme.
O

3 Applications linéaires et espaces vectoriels

3.1 Théoréme du rang

,—[Proposition 27} N

Soient E et F' deux K-ev de dimension finie et f : ' — F une application linéaire. Alors,
i. dimIm(f) < dim F
ii. dimIm(f) <dimE

. J

Démonstration.

i. Im(f) est un sous-espace vectoriel de F', donc en particulier Im(f) C F et donc dimIm(f) < dim F.

ii. Soient (ey,...,e,) une base de E. On utilise le lemme 21} et la remarque ?7, qui nous disent que

Im(f) = Vect (f(el), .. .,f(en))

, donc Im(f) posséde une famille génératrice de n vecteurs. On peut donc en extraire une base qui
contraindra au plus n vecteurs, donc dimIm(f) <n = dim E.

O
,—[Théoréme 28 (Théoréme du rang)} \
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f : £ — F une application
linéaire. Alors,
dim E = dimker(f) + dim Im( f).

13



Démonstration. L’espace ker(f) est un sous-espace vectoriel de E. Il admet donc un supplémentaire, notons
le S. On a donc
ker(f)® S = E.
En particulier, dimker(f) 4+ dim S = dim E. De plus, notons g : S — F Dapplication (appelée restreinte
de f a S)a définie par :
g: S — Im(f)CcF
ur f(u)
Montrons que g est un isomorphisme entre S et Im(f), car on aura alors dim Im(f) = dim S.

i. Montrons que g est injective, ie ker(g) = {0}. Soit u € S tel que g(u) = 0 (u € ker(g)). Sur Uespace
S, f = g donc en fait g(u) = f(u) = 0 donc u € ker(f). Ainsi, u € ker(f) NS = {0} puisque
ker(f) ® S = E, donc u = 0 et ker(g) = 0 donc g est injective.

ii. Montrons que g est surjective, ie Im(g) = Im(f). Par double inclusion : soit v € Im(g), alors il
existe u € S C E tel que f(u) = v donc en particulier v € Im(f) et Im(g) C Im(f). De méme, soit
v € Im(f). Alors, il existe u € E tel que v = f(u). Comme u € E = ker &S, on a u = uj + ug avec
uy € ker(f) et ug € S donc

v=f(u) = f(u1)+ f(uz) =0+ f(uz) = g(uz) car ugy € S.

Ainsi, v = g(u2) donc v € Im(g) et Im(g) C Im(f), d’ou I'égalité et la surjectivité de g.

Ainsi, g est bien un isomorphisme entre S et Im(f) donc en particulier dim S = dimIm(f). Comme
E =ker(f) @ S, on a finalement

dim F = dimker(f) + dim S = dim ker(f) + dim Im(f).

Remarque. Attention! Ce n’est pas parce qu’on a 1’égalité de dimension
dim F = dim ker(f) 4+ dim Im(f)

que E = ker(f) @ Im(f)! En effet, ker(f) est un sev de E mais Im(f) est un sev de F' donc ils ne
peuvent pas étre en somme directe. En revanche, on sait qu’il existe un sev S de E tel que S = im(f) et
E =ker(f) @ S, comme dans la preuve.

Exemple 8. Si on reprend 'application linéaire des exemples [6] et [7] :
fz,y,2,t) = (x —y+ 2,20+ 2y + 62 + 4t, —x — 22 — t) pour tout (z,y,z,t) € R?

alors grace au théoréme du rang on peut se limiter au calcul du noyau pour connaitre la dimension de
Pimage (et vice-versa). En effet, on a calculé que dimker(f) = 2, donc d’apres le théoréme du rang

dimR* = 4 = dim ker(f) + dim Im(f) = 2 4 dim Im(f)

donc on retrouve bien dimIm(f) = 2, et on sait directement qu’une base de Im(f) sera constituée de
seulement 2 vecteurs parmi ceux de la famille (f(ey), f(e2), f(es), f(e4)) (sans avoir besoin d’échelonner
une matrice ou de résoudre un systéme de plus).

r—[Théoréme 29] \

Soient E et F' deux K-ev de dimension finie et f : E — F une application linéaire.
i. Sidim E # dim F, alors f n’est pas bijective.

ii. Si dim F = dim F', alors f est bijective ssi [ est surjective ssi f est injective.
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Démonstration.

i.

ii.

3.2

Supposons que dim E # dim F. Montrons par ’absurde que f ne peut pas étre bijective. En effet,
si c¢’était le cas, alors on aurait en particulier ker(f) = {0} (f injective) donc dimker(f) = 0, mais
aussi Im(f) = F (f surjective) donc dimIm(f) = dim F. D’apreés le théoréme du rang,

dim F = dimker(f) + dimIm(f) = 0+ dim F' = dim F.

Contradiction. Ainsi, f n’est pas bijective.

Supposons que dim E = dim F'. Montrons d’abord que f est surjective ssi f est injective.
Condition nécessaire. Supposons f surjective et montrons que ker(f) = {0}. Comme f est sur-
jective, on a Im(f) = F donc dim Im(f) = dim F' et donc d’aprés le théoréme du rang,

dim E = dim ker(f) + dim F’

mais comme dim F' = dim E par hypothése, on doit avoir dimker(f) = 0 ce qui revient a dire
que ker(f) = {0}. Ainsi, f est injective.

Condition suffisante. Supposons f injective et montrons que Im(f) = F. Par hypothése, on a
dimker(f) = 0 donc d’apreés le théoréme du rang, on a

dim F' = dim E = dim Im(f)

donc Im(f) est un sev de ' de méme dimension, donc en fait Im(f) = F et f est surjective.
On a donc montré que si dim £ = dim F', alors si f est injective, f est surjective et donc bijective et
de méme, si f est surjective alors elle est injective et donc bijective. Ainsi, si dim F = dim F', on a
aussi f bijective et d’aprés le premier point du théoréme, on a I'implication réciproque (f bijective
implique dim E = dim F'), ce qui achéve de démontrer le théoréme.

O]

Cas particulier : les formes linéaires

Soit E un K-ev de dimension finie. On rappelle qu'une forme linéaire sur £ est une application
linéaire & valeur dans le corps de base K, ie f: E — K.

,—[Proposition 30] \

Soient £ un K-ev de dimension finie n et f : F — K une forme linéaire non nulle.

dimIm(f) =1 et dimker(f) =n — 1.

Démonstration. L’image de f est un sev de 'espace d’arrivée K, et dim K = 1. Ainsi, les seuls sev possibles
de K sont {0} ou K. Comme f est non nulle, 'image de f contient au moins un élément donc Im(f) # {0},
d’ot Im(f) = K et dimIm(f) = dimK = 1. Ainsi, par le théoréme du rang, on a

dimker(f) = dim £ — dimIm(f) =n — 1.

15



~ Corollaire 31} \

Soient E un K-ev de dimension n et aq,...,a, des scalaires dans K. On pose S ’ensemble des
solutions de I’équation a1x1 + ...+ apxy, =0 :

S={(z1,...,2n) EK | 121 + ... + anzn}.

Alors, dimS =n — 1.

Démonstration. Il faut voir S comme le noyau d’une forme linéaire non nulle. En effet, considérons I’ap-
plication ¢ définie par

p: E —- K
U = a1r1+...+apTy
ou (x1,...,x,) sont les coordonnées de u dans une base (ey,...,e,) de E. Alors, ¢ est une forme linéaire
non nulle et par définition,
ker(p) = {ue€ E,p(u) =0}

= {(z1,...,2n) e K a121 + ... + apzy, = 0}

= S
donc la propriété précédente nous dit que dimker(¢) = dim S =n — 1. O
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Chapitre 4 : Matrices et applications linéaires

Dans tout le chapitre, on considére des espaces vectoriels de dimension finie sur le corps K.

1 Matrice d’une application linéaire

1.1 Une application linéaire est une matrice

Rappel. Soient E et F' deux K-ev avec dim(E) = n et dim(F') = p. Prenons B = (e, ..., e,) une base

de E et B = (¢}, .. .,e;)) une base de F. Soit f : E — F une application linéaire. Les images par f des
vecteurs ey, ..., e, se décomposent sur les éléments de la base B’ :
f(el) = (1116/1 + CL21€,2 + ...+ aple;,
f(eg) = CL12€/1 + CL226/2 + ...+ CLPQG;)
flen) = aine] +agney + ...+ ape,
— Définition 1 <
Soient E, F' deux K-ev avec dim(FE) = n et dim(F') = p. On appelle matrice de f dans les bases
B = (e1,...,en) et B' = (e],...,ep) la matrice notée Mpp (f) € M, (K) dont les colonnes
sont les composantes des vecteurs f(e1),..., f(en) dans la base (e7,...,€p) :
f(el) = CL11€/1 + a21€/2 + ...+ aple; a1 a2 ... Qin
f(ez) = alge’l + a22€/2 —+ ...+ ap2€;3 as1 @92 ... Q9p
= Mpp(f)=
flen) = aine] +agney + ... +ape, apl A2 ... Gpp
Remarques.

i. La matrice d’une application linéaire dépend clairement du choix des base B et B'.
ii. Une application linéaire est donc entiérement déterminée par I’image des vecteurs de base.
iii. Si f est un endomorphisme de E, alors on prend B’ = B une base de E on note Mg(f).
Exemple 1. Soient E = R? et F' = R% On note (e1, e2,e3) la base canonique de R3 et (e}, eh) la base
canonique de R?. Considérons f : R — R? I'application définie par
f: R = R?
(90,3/72) = (x—y,z—y)

On a alors
f(el) - f(l,0,0) - (170) - 6/1
f(€2) = f(O,l,O) = (_17_1) = _6/1 _6/2
f(€3) = f(ov 0, 1) = (07 1) = 6/2



et on obtient ainsi la matrice de f :
1 -1 0
M(f) = (0 -1 1>‘

,—[Proposition 2] |

Soient E et F' deux K-ev de dimensions respectives n et p. On munit E d’une base B et F
d’une base B’. On note Lx(F,F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F. Alors,
Papplication qui a une application linéaire associe sa matrice dans les bases B et B’

M: Lg(E,F) — Mpy(K)
f = Mg (f)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Autrement dit, il est équivalent de se donner

une application linéaire et une matrice : & toute application linéaire est associée une
matrice et & toute matrice est associée une application linéaire.

1.2 Opérations sur les applications linéaires et les matrices

1.2.1 Somme et multiplication par un scalaire

,—[Proposition 3} N

Soient f,g : E — F deux applications linéaires avec M (f) et M(g) leurs matrices respectives
dans des bases fixées. Alors, dans ces mémes bases,

e f+ g apour matrice M(f)+ M(g)

e \f a pour matrice AM(f), pour tout A € K.

Démonstration. C’est immédiat, puisque sur les vecteurs de bases on a

(f+9)ej) = flej) + gle))
(Af)(ej) = A(f(e))

et ces deux lignes se traduisent de la méme maniére sur les matrices. O

1.2.2 Calcul de 'image d’un vecteur

Soient E un K-ev de dimension finie n et B = (eq,...,e,) une base de E. Si z € F, alors on sait que
x se décompose sur la base B de facon unique :

r=ux1€1+ ...+ Tpen

ou (x1,...,oy) sont les coordonnées de x dans B. Alors, on peut noter X = Mg(x) la matrice coor-
données de x dans la base B :
T
X = Mp(z) =
Tn

Autrement dit, X est le vecteur colonne des composantes de x dans B.



,—[Proposition 4} \

Soient f : E — F une application linéaire avec B une base de E et B’ une base de F. Notons
M la matrice de f dans B et B'. Si x € E est un vecteur de E et X est la matrice de ses
coordonnées dans la base B, alors la matrice Y des coordonnées de f(x) dans la base B est
donnée par

My (f(z)) =Y = MX = Mg p(f) Mp(z).

. J

Démonstration. Soient B = (e1,...,e,) une base de E et B’ = (f1,..., fp) une base de F. Notons X =
I Y1
la matrice coordonnées de x dans la base Bet Y = [ : | celle des coordonnées de f(x) dans la

T Yp
base B'. Alors, en particulier on a

r = xe1+...+xThey
f) = mfi+... .+
et par linéarité
f(@) =z1f(er) +...+znf(en).
Notons M = My (f) = (mij)j,; € Mpn. Par définition, la 5™ colonne de M est formée des coordonnées
de f(e;) dans la base B'. En particulier, f(e;) a pour coordonnées (my j,...,m, ;) dans B, donc f(z) a
pour coordonnées
miy mi2 Min rimu+ ... +TpMmip
L 2N N U o R = : : : =MX
Mp1 Mp2 Mpn rympl+ ... FTpmypy,

Par ailleurs, f(x) a aussi pour coordonnées le vecteur Y, donc en fait

1 Timii+ ... FTpMin
Y=1:1]|= : : : =MX
Yp rympl+ .. FTpMyp,
donc on a bien Y = M X et My (f(x)) = Mg g (f) Ms(x). O

Exemple 2. Soit f: R? — R3 I’application linéaire définie par
f(z,y) = (0,22 +y,z + 3y).

On a f(1,0) = (0,2,1) et f(0,1) = (0,1,3), donc dans les bases canoniques de R? et R3 la matrice de f
est donnée par

0 0
M=\(21
1 3

Soit u le vecteur de R? de coordonnées X = <;> Alors, f(u) = f(1,2) = (0,4,4). Notons Y la matrice

coordonnées de f(u). Alors, on retrouve ce résultat en calculant le produit matriciel

0 0 1 0
MX=12 1 <2>— 41 =Y.
1 3 4



1.2.3 Composition et produit matriciel

,—[Proposition 5} \

Soient F, F et G trois K-ev de dimensions finies avec B une base de E, C une bagse de F, D
une base de G. Soient f: F — F et g: F' — G deux applications linéaires. Alors, g o f est une
application linéaire de E dans G et sa matrice dans les bases B et D est donnée par

Mpp(go f) = Mcp(g) Mpc(f).

Démonstration. 1l s’agit en fait de montrer que, pour n’importe quel x € E, on a

Mg p(go f) Mp(x) = Me.p(g) Mpe(f) Mp(x).

Soit donc x € E un vecteur quelconque dont on note Mp(z) la matrice de ses coordonnées dans la base
B. Alors, en appliquant la proposition 4| successivement au vecteur f(z) € F puis au vecteur € E, on a

Mpp(go f)Mp(z) = Mpp(go f(x))

= Mgp ( z)))

= Mecp(g) Mge(f(z )
= MC,D(Q) B.c(9) Mp(z)

ce qui donne bien ’égalité attendue. O

/-\/—\

e

Exemple 3. On considére f : R? — R3 et g : R? — R? deux applications linéaires dont les matrices dans
les bases canoniques B = (e, e2) de R? et B’ = (€], €}, €) de R? sont données respectivement par

A= Mpp(f)=

[

0
2 -1 0
2

Alors, on peut décrire entiérement I’application g o f : R? — R? dans la base B (c’est un endomorphisme
de R?) en calculant le produit matriciel BA :

10
Mp(go f) = My 5(9) Mg (f) = BA= @ _11 g) (1) ; - (411 _51> '

En particulier (g o f)(el) = e +4ey = (1,4) et (g o f)(eg) = —e1 + 5eg = (—1,5), donc on récupeére
I'expression générale de I'application g o f : pour tout (z,y) € R?, on a

go flzy)=z(go f)(er) +y(go f)(e2) = (x —y, 4z + 5y).

1.2.4 Matrice d’endomorphismes

Soit E un K-ev de dimension finie. On rappelle qu'un endomorphisme de E est une application
linéaire f : E — E (Uespace de départ est le méme que Iespace d’arrivé). En particulier, la matrice de
f (dans n’importe quelle base de E) est une matrice carrée, donc on peut calculer le produit de cette
matrice avec elle-méme, ce qui revient d’aprés la proposition [5| & composer ’application f avec elle-méme.



,—[Proposition 6} \

Soient F un K-ev de dimension finie, B une base de F et f un endomorphisme de E. On
note Mp(f) la matrice de f dans la base B. On note f* I’application f composée k fois avec
elleméme : f¥ = fo...o f. Alors, on a

W

RIR Mp(f?) = Mp(f o f) = Mp(f) Ms(f)

et par récurrence pour tout k € N,

Mp(f*) = Mp(fo...o f) = (Mp(f))".

k fois

\. J

Démonstration. La premiére ligne découle directement de la proposition [o| et la deuxiéme s’obtient par
une simple récurrence sur k. O

Exemple 4. On se place dans R? que I'on munit de la base canonique B = (e1,e2) et on considére la
rotation de centre O et d’angle 6 que ’on note f et qu’on représente par le schéma suivant :

En regardant le dessin, on trouve facilement les coordonnées de f(e1) et f(e2) dans la base canonique
(e1,e2) et on obtient la matrice de f dans cette base :

fler) = cos(@)er + sin(f)er _ (cos(#) —sin(0)
{f(ez) = —sin(f)ey + cos(f)ea — MB(f>_<sin(9) cos(@))’

Alors, la composition f o f est donnée par
. ~ [cos(§) —sin(0)\ [cos(f) —sin(0)
Ms(fof) = (Sin(e) cos(6) > <Sin(9) cos(6) >
<cos (0) —sin?(0) —2cos(h) sin(9)>
2cos(f)sin(f)  cos?(6) — sin®(6)

)

(
B (COS(QH) —sm(29))
sin(260)  cos(20)

donc en fait f? est la rotation de centre O et d’angle 2. Par récurrence, on trouve que l’application f*

est donnée par
. [cos(kf) —sin(k6)
MB(fk) - <sin(k‘9) cos(k0) )

soit f¥ est la rotation de centre O et d’angle k6.



1.2.5 Matrice d’isomorphismes et d’automorphismes

,—[Proposition 7} \

Soient E et F' deux K-ev de méme dimension n avec B = (ei,...,e,) une base de E et
B = (f1,...,fn) une base de F. Soit f : E — F une application linéaire. Alors, f est un
isomorphisme (ie f est bijective) ssi la matrice M(f)p 5 est inversible. De plus,

My s(f™) = (Mg g (f) "

. J

Démonstration. Si f est bijective, alors 'application réciproque f~! existe et par définition, f~1o f = idg.
En particulier, on a

Mps(f~' o f) = Mps(idg) = I
et d’aprés la proposition

Mpg(f~'of)=Mpp(f " YMgp(f) = In.

De méme, en prenant f o f~' =idp, on obtient

Mpg(fo ™) =Mgp(f)Mgs(f~') =1,

donc on a bien l'inverse a droite et & gauche, ainsi que la formule Mlg,B/(f_l) = (MBCB(f))_l. O

Exemple 5. Dans R3 on considére I’application linéaire f définie pour tout (x,y,2) € R? par
f(z,y,2) = (z+y+32,y+22,2).

En calculant le noyau de f, on trouve aisément que ker(f) = {(0,0,0)}, donc f est injective et, comme f
est un endomorphisme en dimension finie, f est bijective. On peut donc chercher I'inverse f~!. Pour cela,
donnons la matrice de f dans la base canonique B de R3 :

f(1,0,0) = (1,0,0) 1 1 3
f(0,1,0) = (1,1,0) <= Mp(f)=10 1 2
£(0,0,1) = (3,2,1) 0 01
Alors, en calculant d’aprés la proposition précédente
113\ /1 -1 -1
Ma(f ) =Mp(f)'=(0 1 2] =(0 1 -2
0 01 0 0 1

Alinsi, l'inverse de f est donnée sur chaque vecteur de la base canonique par

f_l(el) = (1’0’0)
fﬁl(e2) = (_17 170)
f_1(63) = (_17_271)

donc on peut retrouver I'expression de f~! pour n’importe quel (x,y,2) € R? :

fﬁl(x,y,z) = a:ffl(el) + yffl(eg) + Zf71(€3) =(r—y—zy—2z2).



Remarque. Attention : cette proposition [7| nous dit en particulier qu’on ne peut avoir un isomorphisme
que si E et F sont de méme dimensions, ce qui revient a dire que la matrice de f est carrée (en effet, on ne
peut pas inverser une matrice qui ne serait pas carrée). En particulier, si E =R" et F =R et f: E — F
est un isomorphisme, alors on a obligatoirement n = m et donc en fait, f est un automorphisme de R"
(f est un endomorphisme inversible).

On résume toutes les propriétés des automorphismes dans le théoréme suivant :

,—[Théoréme 8 (Automorphisme)] \

Soit f un endomorphisme de F, avec E un K-ev de dimension finie n et 5 une base de E. Notons
A = Mpg(f) la matrice de f dans cette base. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i. f est un isomorphisme.

ii. f est injective.
i. ker(f) = {0}.

iv. f est surjective.

v. Im(f) =FE.

vi. A est inversible (AA~! = A~'A =1,).
vii. A est inversible & gauche (A~'A = I,).
viii. A est inversible a droite (AA~! = I,,).

ix. det A # 0.

—

i

2 Changement de base

2.1 Matrice de passage

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Prenons deux bases de ce méme espace : B =

(€1,...,en) et B = (e),...,€}). Alors, les vecteurs €} s’écrivent comme combinaisons linéaires des vecteurs

e; (et vice versa) :

€ = puer+pae2+...+pnien
ey = pize1r +paez + ...+ pn2en
eln = pin€l +pne2+ ...+ Ppnén
— Définition 9 Y
On appelle matrice de passage de la base B = (eq,...,e,) & la base B = (e],...,¢e)) la
matrice notée Pg_,z dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs e de B’ exprimés dans
la base B :
€1 = puer+paez+...+poiey P11 P12 .- Pln
ey = pize1r +pazez + ...+ pp2en P21 P22 --- D2
. = Pgp=1 . . . .
eln = DPin€1 +P2n€2 + ... +pnnen Pnl Pn2 .- DPnn




Exemple 6. Prenons E = R3 et B = (e1, ez, e3) la base canonique. Posons €, €} et e} les vecteurs de R3
donnés par

¢, = (1,0,-1)
ey = (0,1,1)
es = (1,0,1)

Alors, on peut vérifier que la famille (€, €}, €}) est une base de R3 (c’est une famille libre de R3 qui possede
trois vecteurs). Notons-la B’. On peut exprimer les vecteurs de B’ dans la base canonique B :

el = lep+0ey — les
e, = 0Oep+ lex+ leg
ef = lep +0eg + leg

et donc la matrice de passage de la base B 4 la base B’ est donnée par les coordonnées des vecteurs de B
dans la base B (en colonne), soit :
1 01
Pg,g=10 10
-1 11
Remarque. La matrice de passage entre deux bases correspond en fait & la matrice de I'application
identité exprimeée dans ces deux bases (attention a I’inversion de l’ordre des bases) :

Pg g = Mp p(idg) et Pg_,p=Mgp(idg)
En particulier, si B” est une troisiéme base de E, alors comme idg oidg = idg, en appliquant la proposition
bl on obtient
Mpr 5(idp) = My g(idp oidp) = My p(idp) Mpr 5 (idE)
soit
Pg .57 = P Pgr -
De méme, idg est un automorphisme de E avec idel = idg, donc en appliquant la proposition (7, on a

_ . -1 o .
PB—1>B’ = (MB’,B(ldE» = MB,B’ (ldEl) = MB,B’ (idg) = Pg_p-

En résumé, on a les deux propriétés suivantes :

,—[Proposition 10] \

Soit E un K-ev que I'on munit de trois bases B, B’ et B”. Alors, on a les propriétés suivantes :
i. La matrice de passage est la matrice de I'application identité : Pg_,z = Mp g(idg).
ii. Propriété de transitivité : Pg_,gr = Pg_,zPp/_p5.

iii. Les matrices de passage sont inversibles et on a : Pl;_l%,, = Py _,5.

2.2 Changement de base et vecteurs

,—[Proposition 11} N

Soit E un K-ev de dimension finie que 'on munit de deux bases B et B'. Notons P = Pg_
la matrice de passage de la base B a la base B'. Soit z € F un élément de E de matrices
coordonnées X = Mp(x) dans la base B et X' = My () dans la base B’. Alors, on a

X' =P 'X et X=PX.




Démonstration. Puisque la matrice de passage P = Pg_, ;3 est la matrice de I’application linéaire idg dans
les bases B’ et B (cf proposition [2.1)), il suffit d’appliquer la proposition [4] :

PX'" = My g(idp) Mg (x) = Mg(idp(z)) = Mp(z) = X
d’ott PX’ = X et, Pautre égalité s’obtient en multipliant celle-ci par P~ :

P lx=plpx' =X -

Exemple 7. Prenons E = R? muni de la base canonique B = (e1, €3) et d’une deuxiéme base B’ = (€], e})

définie par

eg = (2,1)

e = (3,2)

. 2 .

Notons z € E le vecteur de matrice coordonnées X = <3> dans la base B, soit x = 2e1 4+ 3eo. On cherche
a déterminer ses coordonnées X’ dans la base B’. En utilisant la proposition précédente, on a

X' =rP'X
ol P = Pg_ ;z est la matrice de passage de B a B'. Puisque

g = 2e1+e
ef, = 3e;+2e

2 3
P (1 2) |
L’inverse de cette matrice est donnée par

1 2 -3 1 2 -3 2 -3

-1 _ i =
F _det(P)X<—1 2>_1X<—1 2) <—1 2>

2 =3\ (2 -5

/I —1 _ _
wer=(50F)(6)-(7)

la matrice P est donnée par

donc finalement

. -5 .
Ainsi, les coordonnées de x dans la base B’ sont données par le vecteur X’ = ( 4 >, soit & = —5e)| + 4é,.
On peut vérifier ce résultat par un calcul direct : si on exprime les vecteurs e; et es dans la base B’, on
obtient
eqr = 2| —¢)
ea = —3€| + 2€,
donc

z = 2e1 + 3eg = 2(2e] — ey) + 3(—3€] + 2€5) = —be)| + 4eh
et on retrouve bien le résultat précédent.

Remarque. Dans ’exemple précédent, on a choisi d’inverser la matrice P par un calcul direct, mais on
peut aussi trouver P~! en exprimant les vecteurs (e1, e2) dans la base (e], €}) et en utilisant la proposition

En effet, on a
el = 2e;+ey ep = 2 —él
e'1 = 3e1+2 A = - !+ 2!
9 = o€l +2e ea = —3e] + 2¢

donc d’aprés la proposition [2.1], on retrouve bien

_ 2 -3
PlZPB’—>B:<_1 2)

9



2.3 Changement de base et applications linéaires

,—[Théoréme 12 (Changement de base, cas général)] \

Soient E et F deux K-ev de dimensions finies. On munit £ de deux bases B et B, et de méme
on munit F' de deux bases C et C'. Soit f € L(E,F) une application linéaire de E dans F.
Notons

A= Mge(f), A'=Mge(f), P=Ps,p, Q=P

Alors, on a les deux relations suivantes :
A =Q AP et A=QA'P L

Dans ce cas, on dit que les matrices A et A’ sont équivalentes.

. J

Démonstration. Notons d’abord qu’il suffit en fait de montrer 'une des deux égalités, car 'autre est
obtenue en multipliant & gauche et & droite par 'inverse des matrices de passage :

A =Q AP «— QA'P'=QQ 'APP ! = A.

On va donc montrer que A = QA’P~!. Pour cela, on doit en fait vérifier que pour n’importe quel x € E
de matrice coordonnées X = Mp(x), on a I'égalité

AX = QA'P1X.

Soit donc 2 € E un vecteur quelconque. Notons respectivement X = Mg(z) et X' = My (z) ses matrices
coordonnées dans les base B et B’ de E. Alors, d’aprés les propositions [11] et 4] qu’on applique au vecteur
f(x) € F de matrices coordonnées Mc (f(z)) dans la base C de F et M/ (f(x)) dans la base C' de F, on a

Me/(f(2)) = Q' Me(f(x)) = Q 'Mpe(f) Mp(x) = Q1 AX.
De méme, la proposition 4 nous donne que X’ = P~1X, donc on a aussi
Me (f(z)) = Mg o(f) Mp(z) = A'X' = A'P71X.

Ainsi, on a
Mo (f(z) =Q "AX = A'P7'X
soit
QAX = AP'X «— AX =QA'P'X
donc on a bien ’égalité attendue pour n’importe quel x € E. Ainsi, les deux égalités du théorémes sont
vérifiées. O

,—[Corollaire 13 (Changement de base, endomorphisme hnéaire)} \

Soient E un K-ev de dimension finie muni de deux bases B et B, et f € L(E) un endomorphisme
de E. Notons
A= Mp(f), A'=Mp(f), P=Ps,p-

Alors, on a les deux relation suivantes :
A'=P'AP et A=PAPL

Dans ce cas, on dit que les matrices A et A’ sont semblables.

10



Exemple 8. Reprenons I'exemple @ c’est a dire £ = R3 muni de la base canonique B = (e, e, e3) et de
la base B’ = (e}, €}, €4) définie par

6,1 = (1707 _1>7 6/2 = (Oa L, 1)7 6?3 = (1701 1)
On avait calculé la matrice de passage P = Pg_,;z de la base B a la base B’ :

1 0
Pg g =10

1
0
-1 1

1
1

Soit maintenant f : R? — R3 I’endomorphisme de R? représenté par la matrice A suivante dans la base
canonique B :

3 -1 1
A=Mg(f)=[0 2 0
1 -1 3

On cherche & déterminer la matrice A’ = Mg (f) qui représente application f dans la base B'. On applique
pour cela le théoréme 12| au cas des endomorphismes et on a la relation suivante :

A'=pP7tAP.

On a donc besoin de trouver la matrice P~!. Pour cela, on peut soit calculer Iinverse de P en utilisant
I’algorithme de Gauss, soit utiliser la proposition et remarquer que la matrice P~! est en fait donnée
par

Pgy = Ps .

Il s’agit donc d’écrire la matrice de passage de la base B’ a la base B : pour cela, on doit exprimer les
vecteurs e, ez et eg dans la base (€], €, ¢5). Utilisons que

€1 = €1 —€3
/

€y = ex+e3

es = e1tes

donc en résolvant ce systéme en e, ey et es, on trouve que

er = (e} +ep)
ea = 3(e} +2¢h —ef)
e3 = 3(—€|+eh)

donc finalement, en notant les coordonnées de e1, e et e3 dans la base B’ en colonne, on obtient
1
1 1
P =Py =50 2 0
2 1

Ainsi, on peut donc trouver la matrice A" = Mp/(f) :

1 1 =1\ /3 -1 1 1 01 200
A =P tAP=|0 2 0 0 2 0 0 1 0l=10 20
1 -1 1 1 -1 3/ \-1 11 0 0 4

En particulier, on a
fleh) =2€¢}, fley) =2, [f(eh) = 4eb,

ce qu’on peut aussi vérifier par un calcul direct.
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